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Используемые обозначения 

В данном пособии используются следующие обозначения для некоторых 

часто встречающихся множеств: 

  – пустое множество; 

N – множество натуральных чисел; 

Z – множество целых чисел; 

Q – множество рациональных чисел; 

Q
-0

 – множество рациональных чисел, отличных от нуля; 

Q
+
 – множество положительных рациональных чисел; 

R – множество действительных чисел; 

R
-0

 – множество действительных чисел, отличных от нуля; 

R
+
– множество положительных действительных чисел; 

R
n
– множество арифметических n-мерных векторов с действительными 

компонентами; 

C – множество комплексных чисел; 

C
-0

 – множество комплексных чисел, отличных от нуля; 

}1,0|
2

sin
2

{cos  nk
n

k
i

n

k
n


C  1|  nzz C   – множество корней n-й 

степени из единицы; 

 1|  zzU C   – множество комплексных чисел, модуль которых равен 

единице; 

m
Z  – множество классов вычетов по модулю m; 

},|{ NZZ  nxnxn  – множество целочисленных кратных натурального 

числа n; 

}1,,|{ 2  ibabiai ZZZ  – множество целых гауссовых чисел; 
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},,|{}{ ZN  zaaxxa zz  – множество целочисленных степеней нату-

рального числа а; 

Sn  – множество подстановок n-й степени (состоит из n! элементов); 

Элементы симметрической  группы подстановок 3-й степени 

},,,,,{
6543213

aaaaaaS  : 











321

321
1

еa , 









231

321
2

a , 









312

321
3

a , 









132

321
4

a , 











213

321
5

a , 









123

321
6

a . 

Mn(К) – множество квадратных матриц n-го порядка с коэффициентами 

из числового множества К, где К – кольцо или поле; 

 NRC   nzzK n

n
,|  – множество комплексных чисел, n-я степень 

которых является положительным действительным числом. 
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ГЛАВА 1. Методические рекомендации по изучению раздела 

«Алгебраические структуры с одной бинарной операцией» 
 

1.1. Множества, операции над множествами; отображения, виды 

отображений; бинарные отношения и их свойства 

Под множеством понимают любую совокупность объектов, называемых 

элементами множества. Множества принято обозначать прописными буквами 

какого-либо алфавита, а его элементы – строчными буквами того же или друго-

го алфавита. 

Для некоторых особо важных множеств приняты стандартные обозначе-

ния. Так, буквами N, Z, Q, R, С обозначают соответственно множество нату-

ральных, целых, рациональных, действительных и комплексных чисел. 

Основные способы задания множеств 

1. Множества с конечным числом элементов могут быть описаны путем пере-

числения всех их элементов; обычно эти элементы заключаются в фигурные 

скобки.  

Пример 1. }8,4,2,1{    А . А – множество степеней двойки, заключенных ме-

жду 1 и 10. 

Очевидно, что данный способ непригоден для задания множеств с беско-

нечным числом элементов. 

2. Множество можно задать как подмножество какого-либо множества указа-

нием характеристического свойства (свойств), присущего только элемен-

там, входящим в состав данного множества. 

Пример 2.  }3,0,2|{  k,kxxА k
 NN . А – множество степеней двой-

ки, заключенных между 1 и 10. 

Операции над множествами 

1. Пересечение. 

Пересечением множеств А и В называется множество, состоящее из тех и 

только тех элементов, которые принадлежат как множеству А, так и множеству 

В.  

 BxиAxхВА      | . 

2. Объединение. 

Объединением множеств А и В называется множество, состоящее из тех и 

только тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств А и В.  

 BxилиAxхВА      | . 
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3. Разность. 

Разностью множеств А и В называется множество, элементами которого 

являются элементы множества А, не принадлежащие множеству В, и только 

они. 

 BxиAxхВА      |\ . 

4. Декартово произведение. 

Пусть А и В – произвольные непустые множества. Пару  ba,  элементов 

Aa , Bb , взятых в данном порядке, будем называть упорядоченной парой, 

считая при этом, что    
2211

,, baba   тогда и только тогда, когда 
21

аa  , 
21

bb  . 

Декартовым произведением двух множеств А и В называется множество всех 

упорядоченных пар  ba, : 

  BbA,abaВА    |, . 

Если А  или В , то ВА . 

Пример 3. Пусть }5,2,1{   А , }5,3{  В . Тогда: 

  5ВА ;  53,2,1 , ВА      ;  21\ , ВА  ;  .3\ АВ  

          ;5,5,5,2,3,2,5,1,3,1          ВА  
            ;5,5,2,5,1,5,5,3,2,3,1,3            АВ  
                  ;5,5,2,5,1,5,5,2,2,2,1,2,5,1,2,1,1,1                  АА  
        .5,5,3,5,5,3,3,3        ВВ  

Отображения 

Пусть заданы множества А и В . Говорят, что задано отображение f множе-

ства А в множество В, если указано правило, сопоставляющее каждому элемен-

ту Aa  один вполне определенный элемент b множества В, называемый обра-

зом элемента а и обозначаемый  afb  .  

Множество А называется областью определения отображения f, а множест-

во В – областью значений этого отображения.  

Символически отображение записывается в виде: BAf :  или BA
f

 . 

Образом множества А при отображении f  называется множество 

  Aaaf | , которое обозначают  Аf . При этом   .ВАf   

Каждый элемент Aa , по определению, имеет единственный образ 

 Аfb . Обратное выполнено не всегда.  

Элемент Aa  называется прообразом элемента b, если   baf  . Будем 

обозначать  bfa 1 . 

Пример 4. 
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Зададим отображение RR :f  следующим образом: для Rx  

  2xxf  . 

Очевидно, что    0 bbf |RR . 

Для каждого элемента  Rfb  можно найти прообраз. Например, число 4 

имеет два прообраза: 2 и –2, а число 0 – один – 0. 

Виды отображений 

Отображение BAf :  называется сюръективным, или отображением на, 

если   BАf  . Другими словами, у каждого элемента Вb  найдется хотя бы 

один прообраз в множестве А. 

Отображение BAf :  называется инъективным, когда для любых 

Аaa 
21

,  из 
21

aa    следует    
21

afaf  .  

Из определения следует, что отображение будет инъективным, когда из ус-

ловия    
21

afaf   верно, что 
21

aa  . На практике чаще всего именно так пока-

зывают инъективность отображения. 

Отображение BAf :  называется биективным, или взаимно-

однозначным, когда оно одновременно сюръективно и инъективно. 

Пример 5. 

Пусть заданы отображения RR :f , RR:g ,  RR:h , определен-

ные одним и тем же правилом: для Rx    2xxf  ,   2xxg  ,   2xxh  . Все 

они различны: f ни сюръективно, ни инъективно, g сюръективно, но не инъек-

тивно, а отображение h – биективно. Таким образом, задание области опреде-

ления и области значений – существенная часть определения отображения. 

Бинарные отношения 

Для любых двух множеств А и В всякое подмножество ВА  называет-

ся бинарным отношением между элементами множеств А и В. Если AА , 

то говорят, что   есть бинарное отношение на А.  

Для упорядоченной пары   ba,  используют обозначение ba  и говорят, 

что элементы а и b связаны отношением  . 

Пример 6. 

Пусть }7,5,2,1{    А , }11,2,1{   В .  

                        11,7,2,7,1,7,11,5,2,5,1,5,11,2,2,2,1,2,11,1,2,1,1,1             ВА

Бинарное отношение   – «быть меньше» – задает подмножество декартового 

произведения ВА , а именно:           11,7,11,5,11,2,11,1,2,1          . Данным отно-
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шением связаны только те элементы Аа и Bb , для которых верно неравен-

ство bа  . 

Пример 7. 

Пусть }3,2,1{   А . 

                  3,3,2,3,1,3,3,2,2,2,1,2,3,1,2,1,1,1                   АА  

Бинарное отношение   уxAyxух   делити,|,         совпадает со сле-

дующим множеством пар:           .3,3,2,2,3,1,2,1,1,1            

Свойства бинарных отношений 

1. Бинарное отношение  , заданное на множестве А, является рефлексивным, 

если для любого Аа  выполняется условие: аa . 

2. Бинарное отношение  , заданное на множестве А, является симметричным, 

если для любых Аbа ,  выполняется условие: из того, что  ba следует, что 

ab . 

3. Бинарное отношение  , заданное на множестве А, является транзитивным, 

если для любых Аcbа ,,  выполняется условие: из того, что  ba и  cb  

следует, что ca . 

Бинарное отношение, заданное на множестве А, называется отношением эк-

вивалентности, если оно рефлексивное, симметричное и транзитивное. 

Пример 8. 

Бинарное отношение  , рассмотренное в примере 6, является рефлексив-

ным и транзитивным, но не является симметричным. Поэтому оно не является 

отношением эквивалентности. 

Говорят, что множество М разбито на классы, если в нем выделены под-

множества, такие, что 1) подмножества не пусты, 2) не пересекаются, 3) в объе-

динении дают все множество М.  

Если на множестве А задано отношение эквивалентности  , то множество 

 baAbК
а

|  всех элементов, связанных с элементом а отношением  , на-

зывается классом эквивалентности с представителем а. 

Свойства классов эквивалентности 

1. Классы не пусты. 

2. Элементы одного класса находятся в данном отношении друг с другом. 

3. Элементы, находящиеся в данном отношении, лежат в одном классе. 

4. Различные классы не пересекаются. 

5. Классы эквивалентности в объединении дают все множество. 

Справедливы следующие теоремы. 
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Теорема 1. Всякое отношение эквивалентности на множестве задает раз-

биение этого множества на классы. 

Теорема 2. Всякое разбиение множества на классы задает на множестве от-

ношение эквивалентности. 

Фактормножеством множества М по отношению эквивалентности   назы-

вается множество, элементами которого являются классы эквивалентности. 

Обозначение:   ,...,
ba

KKM 


.  

1.2. Алгебраические бинарные операции и их свойства 

Понятие алгебраической бинарной операции является одним из фундамен-

тальных в современной алгебре. 

Определение. Алгебраической бинарной операцией, заданной на непустом 

множестве М, называется отображение MMM  .  

То есть говорят, что на множестве М задана алгебраическая бинарная опе-

рация  , если указан закон, по которому любой упорядоченной паре a, b эле-

ментов из М ставится в соответствие единственный элемент с из того же мно-

жества М. Элемент с называется результатом операции. Обозначают: bac  . 

В дальнейшем для краткости вместо слов алгебраическая бинарная опера-

ция будем говорить бинарная операция или операция. 

Операции могут называться и обозначаться по-разному. Чаще всего рас-

сматриваются операции «сложение», в этом случае с называется суммой эле-

ментов а и b и обозначается символом bac  ; и «умножение», в этом случае 

с называется произведением элементов а и b и bac  . 

В определении операции содержится требование, чтобы результат операции 

с также принадлежал множеству М. Это требование носит название замкнуто-

сти. Также для упорядоченной пары элементов а и b результат операции с дол-

жен быть единственным. Это требование носит название однозначности.  

Примеры бинарных операций 

1. Операции сложения и умножения на N. 

2. Операция сложения, вычитания и умножения на Z. 

3. Операция деления на множествах Q
-0

 и R
-0

.  

4. Умножение на множестве Sn  подстановок n-й степени. 

5. Сложение векторов n-мерного арифметического пространства. 

6. Векторное умножение векторов трехмерного евклидова пространства. 

7. Сложение и умножение квадратных матриц порядка n. 

8. Сложение действительных функций действительного переменного.  
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Алгебраическими бинарными операциями не будут: 

1. Операция вычитания на N. 

2. Операция деления на множествах N, Z. 

3. Операция деления на множествах Q, R (не является замкнутой, поскольку 

не определено деление на нуль). 

4. Скалярное умножение векторов трехмерного евклидова пространства (ре-

зультатом операции является число (скаляр), а не вектор). 

5. Векторное умножение двумерных векторов евклидовой плоскости (ре-

зультат операции – вектор – не принадлежит плоскости, в которой лежат 

векторы-сомножители). 

Для бинарных операций могут выполняться следующие свойства: 

1) Бинарная операция  , заданная на множестве  М, ассоциативна, если для 

любых трех элементов Mcba ,, выполняется     .cbaсba   

2) Множество М может содержать элемент е, такой что для любого элемента 

Mа  выполняется .ааееa    

Элемент е называют нейтральным элементом относительно операции  . 

3) Для элемента Mа  в множестве М, на котором определена операция   с 

нейтральным элементом Me , может существовать элемент Ma~ , та-

кой, что eаaaa  ~~ .  

Элемент a~  называют нейтрализующим для элемента а. 

4) Бинарная операция  , заданная на множестве  М, коммутативна, если 

для любых элементов Mba , выполняется .abba   

Примеры.  

1. Операция сложения на множестве N является ассоциативной и коммута-

тивной, но не содержит нейтрального элемента. 

2. Операция умножения на множестве Z является ассоциативной и комму-

тативной. Относительно этой операции множество Z имеет нейтральный 

элемент – число 1, у чисел 1  есть нейтрализующие, так как 111   и 

  111  . У других целых чисел нейтрализующих по этой операции нет. 

3. Операция деления на множестве Q
-0

 не является ассоциативной, посколь-

ку не для всех чисел cba ,,  этого множества верно равенство 

    .:::: cbaсba   Например,     .3:2:53:2:5   Эта операция не является 

также коммутативной. 

4. Операция сложения на множестве R является ассоциативной и коммута-

тивной. Относительно этой операции множество R имеет нейтральный 

элемент – число 0, у каждого действительного числа a есть нейтрали-

зующее число, равное –а. 
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5. Операция умножения на множестве квадратных матриц n-го  порядка 

( 1n ) с комплексными коэффициентами Mn(С) является ассоциативной, 

но не является коммутативной. Относительно этой операции множество 

Mn(С) имеет нейтральный элемент – единичную матрицу. Не каждая мат-

рица имеет нейтрализующую (их имеют только невырожденные матри-

цы). 

1.3. Алгебраические структуры с одной бинарной операцией 

Определение 1. Алгебраическими структурами называют множества, на ко-

торых определены операции и отношения. 

Каждую алгебраическую структуру можно записать в виде:  ,,G , где 

G – множество, называемое носителем структуры,   – множество операций, за-

данных на G,   – множество отношений, заданных на G. 

Если  , то есть на структуре не заданы отношения, то алгебраическая 

структура называется алгеброй. 

В данном пособии будут рассматриваться алгебры, на которых определена 

одна бинарная операция.  

Определение 2. Непустое множество G с определенной на нем бинарной 

операцией   называется группоидом.  

Обозначается  ,G .  

Примеры группоидов. 

1.  ,N ,  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  ,n
R ,    ,C

n
M . 

2.  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C . 

3.  ,N ,  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  
  Q ,0 ,  

  R ,0 ,  
  C ,0 . 

4.  
  Q :,0 ,  

  R :,0 ,  
  C :,0 . 

Определение 3. Группоид  ,G , в котором операция   является ассоциа-

тивной, называется полугруппой. 

Примеры полугрупп. 

1.  ,N ,  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  ,n
R ,    ,C

n
M . 

2.  ,N ,  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  
  Q ,0 ,  

  R ,0 ,  
  C ,0 . 

Полугруппами не будут числовые группоиды (примеры 2 и 4) с операциями 

вычитания и деления, потому что данные операции не являются ассоциативны-

ми.   

Замечание. Поскольку в полугруппе выполняется ассоциативность, элемент 

    cbacba   можно записывать cba  .  
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Определение 4. Полугруппа с нейтральным элементом называется моно-

идом. 

 

Примеры моноидов. 

1.  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  ,n
R ,    ,C

n
M . 

2.  ,N ,  ,Z ,  ,Q ,  ,R ,  ,C ,  
  Q ,0 ,  

  R ,0 ,  
  C ,0 . 

Определение 5. Моноид, в котором каждый элемент имеет нейтрализую-

щий, называется группой. 

Определение 6. Непустое множество G с определенной на нем бинарной 

операцией   называется группой, если: 

1. Операция   ассоциативна; 

2. В G существует нейтральный элемент; 

3. Каждый элемент из G имеет нейтрализующий. 

Примечание: Иногда алгебру  ,G  обозначают сокращенно, используя 

при этом только значок, обозначающий множество G. Так поступают в случае, 

когда из контекста ясно, о какой операции идет речь, или если речь идет о ка-

кой-нибудь алгебраической бинарной операции и не важно, о какой именно.  

Чаще всего будут рассматриваться группы относительно обычных операций 

«сложение» и «умножение». В нижеприведенной таблице указаны общеприня-

тые названия для этих групп, а также названия и обозначения нейтральных и 

нейтрализующих элементов. 

Таблица  

Бинарная  

операция 

Название  

группы 

Нейтральный  

элемент 

Нейтрализующий  

элемент 

Название Обозначение Название Обозначение 

+  

(Сложение) 

Аддитивная Нулевой 

элемент 

0 или  

  

Противо-

положный 

элемент 

а  

   
(Умножение) 

Мультипли-

кативная 

Единич-

ный эле-

мент 

1 или 

е 

Обратный 

элемент 

1a  

 

Определение 7. Если операция   коммутативна, то группа называется абе-

левой.  

Определение 8. Порядком группы G называют мощность множества G. 

Обозначение: G . 
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Определение 9. Если группа G  состоит из конечного числа элементов, то 

она называется конечной группой. В данном случае порядок группы – число ее 

элементов. nG  , где n – натуральное число.  

Если множество G бесконечное, то группа G бесконечная и G . 

Другими словами, порядок конечной группы – это число ее элементов. 

Примеры групп. 

I. Числовые группы 

1. Аддитивные группы 

Z , Q , R , C , Z3 , iZZ , }0{ . 

2. Мультипликативные группы 
0

Q , 0
R , 0

C , },,|{ ZN  taaxx t , }1{ . 

В данных примерах все группы, кроме }0{  и }1{ , имеют бесконечный 

порядок. 1}0{  ,  2}1{  .  

II. Группы классов вычетов 

Пусть Nm  – модуль, ,
0

Z  ,
1

Z  ,
2

Z …,
1m

Z  – классы вычетов по модулю m. 

Рассмотрим множество, состоящее из классов вычетов  
110

,...,,



m

ZZZ
m

Z . На 

этом множестве определим операцию сложения классов следующим образом: 














.если,

,если,

mknZ

mknZ
ZZ

mkn

kn

kn
     

     
. Легко показать, что 

m
Z  – аддитивная группа 

классов вычетов.  ,
m

Z . m
m
Z .  

Пример. 

Пусть 6m . ,
0

Z  ,
1

Z  ,
2

Z …,
5

Z  – классы вычетов по модулю 6.  

Таблица сложения классов:  

+ 
0

Z  
1

Z  
2

Z  
3

Z  
4

Z  
5

Z  

0
Z  

0
Z  

1
Z  

2
Z  

3
Z  

4
Z  

5
Z  

1
Z  

1
Z  

2
Z  

3
Z  

4
Z  

5
Z  

0
Z  

2
Z  

2
Z  

3
Z  

4
Z  

5
Z  

0
Z  

1
Z  

3
Z  

3
Z  

4
Z  

5
Z  

0
Z  

1
Z  

2
Z  

4
Z  

4
Z  

5
Z  

0
Z  

1
Z  

2
Z  

3
Z  

5
Z  

5
Z  

0
Z  

1
Z  

2
Z  

3
Z  

4
Z  

 6
6
Z . 
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Введем операцию умножения классов следующим образом: 











.0иэтомпри,если,

,если,

mmtnkNtmnkZ

mnkZ
ZZ

mtnk

nk

kn
              

     
 

Рассмотрим классы вычетов ,
1

Z
5

Z .  

 Построим для этих классов таблицу умножения: 

   1
Z  

5
Z  

1
Z  

1
Z  

5
Z  

5
Z  

5
Z  

1
Z  

Операция умножения замкнута на данном множестве. Кроме того, непо-

средственная проверка показывает, что выполняется ассоциативность умноже-

ния; элемент 
1

Z  является единичным; обратным к 
1

Z  является 
1

Z , обратным к 

5
Z  является 

5
Z  (см. таблицу). Поэтому множество },{

51
ZZ  образует мультипли-

кативную группу. 

Можно доказать, что множество классов вычетов, взаимно простых с моду-

лем, образует мультипликативную группу классов вычетов. Порядок этой груп-

пы равен  m  (  m  – функция Эйлера, значением которой является количе-

ство натуральных чисел, не превышающих натурального числа m и взаимно 

простых с m).  

III. Группы подстановок 

n
S  – мультипликативная группа подстановок n-й степени. Ее называют 

симметрической группой. 

!nS
n
  

n
A  – мультипликативная группа четных подстановок n-й степени. Ее назы-

вают знакопеременной группой. 

2

!n
A

n
 . 

IV. Группы матриц 

   ,R
n

M  – аддитивная группа матриц. 

Мультипликативные группы образуют множества невырожденных квадрат-

ных матриц размерности nn  и диагональных матриц с элементами из некото-

рого поля. 

V.  Группы в геометрии 

1. Группа всех перемещений плоскости (то есть преобразований, сохра-

няющих расстояния между точками) относительно операции «компози-

ция перемещений». 
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2. Группа самосовмещений правильного многоугольника. 

1.4. Основные свойства групп 

Далее для удобства обозначений будем использовать мультипликативную 

запись, групповую операцию будем называть умножением. Иногда полученные 

результаты будем формулировать для операции сложения. 

Пусть G – группа.  

Свойство 1. Если е – единичный элемент группы G, то он единственный. 

Доказательство. 

Допустим, что существует е1 – единичный элемент группы G, отличный от 

е.  

Тогда, с одной стороны, 
11

еее  , так как е – единичный элемент группы G, 

с другой стороны, еее 
1

, так как е1 – единичный элемент группы G. Получи-

ли противоречие, поскольку операция в группе однозначна. Поэтому 
1

ее  . 

Свойство 2. Если 1a  – элемент, обратный к элементу а в группе G, то он 

единственный. 

Доказательство. 

Допустим, что существует 1

1

a  – элемент, обратный к элементу а, отличный 

от 1a .  

Тогда, с одной стороны,   1

1

1

1

1

1

1

.)(

1

1

1   aaеaaaaaa
ассоц

, так как 1a  – 

элемент, обратный к элементу а, с другой стороны, 

   111

1

1

.)(

1

1

1   aеaaaaaaa
ассоц

, так как 1

1

a  – элемент, обратный к 

элементу а. Получили противоречие, поскольку операция в группе однозначна. 

Поэтому 1

1

1   aa .  

Свойство 3. В любой группе G однозначно определено произведение n эле-

ментов, взятых в определенном порядке.  

То есть если дано произведение вида   
n

aaaa ...
321

, где 
i

a  – элемент группы 

G  ni ,...,2,1 , то оно не зависит от способа расстановки скобок и потому мо-

жет обозначаться просто 
n

aaa ...
21

.  

Для доказательства достаточно воспользоваться ассоциативностью и мето-

дом математической индукции (по числу n). 

Свойство 4. В любой группе G однозначно разрешимы уравнения bax  , 

dyc   для любых Gdcba ,,, . 

Доказательство. 
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Действительно, G – группа, поэтому существуют 1a  и 1с . Значит, 

bax  1
, 

1 dcy .  

Свойство 5. В любой группе G действуют законы сокращения, то есть для лю-

бых элементов Gcba ,, , если acab   (1) или caba   (2), то cb  . 

Доказательство. 

Действительно, G – группа, поэтому существует 1a . Умножим обе части 

равенства (1) слева или равенства (2) справа на 1a . В силу ассоциативного за-

кона, получим cb  . 

Свойство 6. Для любых элементов Gba ,  (G – группа) верно равенство 

  111 
 abab . 

Доказательство. 

Действительно,     еaaaaaaabbaaabb   1111111 11 .  

Аналогично, еabab  11 . Следовательно, элемент 11  ab  является обратным 

к элементу ab , что и требовалось доказать. 

1.5. Подгруппа группы 

Определение. Подгруппой Н называется непустое подмножество группы G, 

которое само образует группу по заданной операции. 

Обозначение: GH  , Н – подгруппа G. 

Пример 1.  

Пусть  ,CG . Тогда, GZ  , GQ  , GC  , G}0{ . 

Пример 2. 

Пусть   ,0
CG . Тогда, G0

Q , G0
R , G0

C , G}1{ , G }1{ . 

Пример 3. 

Множество диагональных матриц является подгруппой мультипликативной 

группы всех невырожденных матриц. 

Пример 4. 

Подгруппами любой группы G являются подгруппа Е, состоящая из еди-

ничного элемента группы G (единичная подгруппа), и сама группа G. Эти под-

группы принято называть тривиальными. 

Если GH   и GH  , то говорят, что Н – истинная подгруппа в G. Пишут 

GH  .  

Если GHE  , то Н называют собственной (или нетривиальной) под-

группой в G. 
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Теорема 1. (Критерий подгруппы). Непустое подмножество Н группы G 

является подгруппой группы G ( GH  ) тогда и только тогда, когда выполня-

ются следующие условия: 

1) Hba  ,  Hab ; 2) Ha   Ha 1 . 

Доказательство. 

I. Необходимость. Пусть GH  . Тогда, так как подмножество Н обра-

зует группу, то Н  – непустое подмножество G и в Н выполняются все 

условия группы, в том числе 1) и 2). 

II. Достаточность. Пусть H , GH   и выполняются условия 1) и 

2). Покажем, что GH  . 

Действительно, поскольку выполняется 1), то групповая операция замкнута 

в Н. Ассоциативность в Н выполняется, поскольку выполняется в G. Так как 

для Hba  ,  верно, что Hab  и Ha 1 , то Hеaa 1 . Элемент, обратный 

к а, – Ha 1 . Это следует из условия 2). Итак, Н – группа, следовательно, 

GH  . 

Теорема 2. Если GH 
1

 и GH 
2

, то GHH 
21

 . 

Доказательство.  

Воспользуемся критерием подгруппы. 

1) Пусть 
21

, HHba  . Тогда, 
1

, Hba   и 
2

, Hba  . Т.к. GH 
1

 и GH 
2

, то 

1
Hab  и 

2
Hab . Следовательно, 

21
HHab  .  

2) Пусть 
21

HHa  . Тогда, 
1

Ha  и 
2

Ha . Т.к. GH 
1

 и GH 
2

, то 
1

1 Ha   

и 
2

1 Ha  . Следовательно, 
21

1 HHa  . 

Замечание. Если дано не две, а вообще произвольное конечное множество 

подгрупп группы G, то произведение любых двух элементов из пересечения 

всех этих подгрупп лежит в каждой из них, а поэтому и в их пересечении. Это 

же верно и для обратных элементов. Следовательно, пересечение любого конеч-

ного множества подгрупп группы G само является подгруппой этой группы.  

1.6. Порядок элемента группы 

Пусть G – группа, а – произвольный элемент группы G .  

Определение 1. Произведение n элементов группы G, равных а, называется 

n-й степенью элемента а и обозначается а
n 

(то есть n

n

aaaa ... ). Полагают, что 

ea 0  и для 0n     1 nn aa  или   nn aa
 1 , что, как легко видеть, одно и то 

же. 
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Замечание. Если G – аддитивная группа, то вместо степени а
n
 рассматрива-

ют целочисленные кратные элемента а: если 0n , то полагают 


n

aaana  ... , при 0n         
n

aaana



 ...  и при 0n  a0 . 

Определение 2. Число Nm  называется порядком элемента а, если выпол-

няются следующие условия 1) eam  , 2) если существует Nk , mk  , что 

еak  , то km  . 

Обозначение: ma  . 

Если такого показателя не существует, то говорят, что а имеет бесконечный 

порядок: a . 

Пример 1. 

Пусть   ,0
CG .  

11  , 21  , 4i , 4 i , 2 . 

Определение 3. Группы, в которых все элементы, кроме единичного, имеют 

бесконечный порядок, называются группами без кручения. 

Определение 4. Группы, все элементы в которых имеют конечный порядок, 

называются периодическими. 

Определение 5. Группы, в которых есть неединичные элементы как конеч-

ного, так и бесконечного порядков, называются смешанными. 

Пример 1.    ,|2 ZnG n  – группа без кручения. 

Пример 2.  },,1{},1,|{ 4 ixCxxG – периодическая группа. 

Пример 3.   ,0
CG  – смешанная группа (см. пример 1). 

Пример 4. Любая конечная группа является периодической, так как если бы 

в конечной группе содержался элемент бесконечного порядка, то группа не бы-

ла бы конечной, ведь все целочисленные степени этого элемента были бы раз-

личны, и их было бы бесконечно много. 

 Пример 5. Пусть p – фиксированное простое число. В мультипликативной 

группе 0
C  рассмотрим подмножество },1|{ NnggС

np

p
    – множество 

всех корней из единицы степеней ,......,,, 10 nppp    . Проверим, что 0 C
p

С , 

G .  

1) Если 
p

Сgg
21

, , то 1
1

1


n
p

g , 1
2

2


n
p

g . Обозначим   
21

,max nnn  . Тогда 

      1
2

2
1

1

212121


 nn
n

nn
nnnn p

p
p

pppp
gggggg .  
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2) Если 
p

Сg
1

, то 1
1

1


n
p

g . Отсюда     11 1
1

1

1

1

11

 



nn

pp

gg , то есть 




p
Cg

1

1 . 

По критерию подгруппы, 0 C
p

С .  

По определению, каждый элемент группы p
С  в некоторой натуральной 

степени равен единице, то есть имеет конечный порядок. Однако сама группа 

p
С  бесконечна. 

p
С  – периодическая группа. 

Свойства порядков 

Свойство 1. Если ma  , то элементы 1210 ,...,, maaaa  различны. 

Доказательство. 

Предположим, что существуют Nkn, , knmkn     ,1,0  и kn aa  . 

Пусть kn  . Тогда из kn aa   следует еa kn  . Поскольку mkn  , то это 

противоречит условию, что m – порядок элемента а. 

Аналогично, если kn  . 

Свойство 2. Если ma  , то для любого Nk  верно, что  1210 ,...,,  mk aaaaa . 

Доказательство. 

По теореме о делении с остатком для чисел Nkm,  получаем: 

rmqk  , mr 0 . 

   1210 ,...,,   mrrqrqmrmqk aaaaaaeaaaa . 

Свойство 3. Если ma   и еak  , то mk . 

1) При 0k  получаем, что еa 0  и m0 . 

2) При 0k  по теореме о делении с остатком для чисел Nkm,  получаем: 

rmqk  , mr 0 . 

  rrqrqmrmqk aaеaaaa   , еar  , поэтому 0r  и mk . 

1.7.  Циклическая подгруппа. Циклическая группа 

Пусть G – группа,  а – произвольный элемент группы G .  

Рассмотрим множество     GaaaaazaH z   ,...,,,,...,| 21012
Z .  

Для Haa tk  ,  верно, что 1) Haaa tktk    и 2)   Haa kk 
 1

. По крите-

рию подгруппы, GH  . 
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Определение 1. Подгруппа, состоящая из целочисленных степеней какого-

либо элемента а группы G, называется циклической подгруппой. Элемент а на-

зывается порождающим элементом этой подгруппы. 

Обозначение:  aH . По определению,  Z naH n | . 

Замечание. В аддитивной записи циклическая подгруппа, порожденная эле-

ментом а, состоит из всех целочисленных кратных числа а. 

 GannaaH  ,| Z . 

Теорема 1. Порядок любого элемента а группы G  равен порядку порож-

денной им циклической подгруппы  a . 

Доказательство. 

1. Предположим, что а , но тa  , Nm . Тогда циклическая под-

группа  a  является группой конечного порядка и не может содержать 

элементы бесконечного порядка (в этом случае все целочисленные сте-

пени этого элемента были бы различны, и их было бы бесконечно мно-

го). Итак, в этом случае  a . 

2. Если mа  , Nm , то циклическая подгруппа, порожденная элементом 

а, по определению, состоит из всевозможных целочисленных степеней 

элемента а. Покажем, что  a  состоит из m элементов. По свойствам 

порядков элементы 110 ,...,, maaa  – различны и для Zk  

},...,,{ 110  mk aaaa . 

Итак, },...,,{ 110  maaaa , т.е. maa  . 

Пример 1. Пусть 
3

SG   – группа подстановок 3-й степени. 

 
111

aaH  , 1
1
H . 

 
1

2

2222
, aaaaH  , 2

2
H . 

 
1

2

3333
, aaaaH  , 2

3
H . 

 
1

3

45

2

4444
,, aaaaaaH  , 3

4
H . 

 
41

3

54

2

5555
,, HaaaaaaH  . 

 
1

2

6666
, aaaaH  , 2

6
H . 

Пример 2. Пусть Z2G  – аддитивная группа четных целых чисел. 

6
1
a ,  Z aaaH |6

11
; 

2
2
a ,   GaaaH  Z|2

22
. 

Определение 2. Группа, совпадающая с одной из своих циклических под-

групп, называется циклической. 

Пример 3. Группа Z2G  – циклическая (см. пример 2).  
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Пример 4. Группа 
3

SG   не является циклической (она не совпадает ни с 

одной из своих циклических подгрупп (см. пример 1)). 

Пример 5. Группа  11,ZG – циклическая. 

Теорема 2. Любая подгруппа циклической группы – циклическая. 

Пусть  aG , GH  . Докажем, что Н – циклическая группа. 

Доказательство. 

Так как GH  , то Н также состоит из некоторых степеней элемента а. 

Пусть Hak   и k – наименьший натуральный показатель из степеней эле-

мента а, принадлежащих Н. 

Докажем, что  kaH .  

1) ,Hak   т.к. Hak   и GH  . 

2) Пусть Hh . Тогда tah  . По теореме о делении с остатком  

rkqt  , kr 0 . 

rkqrkqt aaaah     и так как   Haa kqqk  

, то Haaa rkqt   . 

Поскольку kr  , это возможно лишь при 0r . 

Следовательно, kqt   и    kqk aah , поэтому  kaH . 

Из выполнения условий 1) и 2) следует, что  kaH . 

Для произвольной группы эта теорема неверна. 

1.8. Бинарные отношения между элементами группы 

Пусть G – группа, GH  . 

Введем на множестве G бинарное отношение   следующим образом: для 

элементов Gba ,  будем считать, что Hbaba  1 . 

Докажем, что   – отношение эквивалентности. 

1. Рефлексивность. 

aa , т.к. Hеaa 1 . 

2. Симметричность. 

Пусть ba . Тогда Hba 1        Hababba   111111    ab   .  

3. Транзитивность. 

Пусть ba  и cb . Тогда Hba 1  и Hcb 1    Hcacbba   111    ca .  

Замечание. Если G – аддитивная группа, то отношение   задается следую-

щим образом: для элементов Gba ,  Hbaba  . 

Поскольку всякое отношение эквивалентности задает на множестве разбие-

ние на классы, следовательно, множество элементов группы G  может быть 
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разбито на классы эквивалентности. Каждый класс будет состоять из элемен-

тов, находящихся в данном отношении с некоторым элементом а – представи-

телем класса. 

Определение 1. Класс }|{ baGbH
a

  называется левым классом эквива-

лентности. 

Свойства левых классов эквивалентности 

Для левых классов эквивалентности будут верны все свойства классов экви-

валентности (см. § 1.1). 

Свойство 1. Классы не пусты ( Hа
a

 ). 

Свойство 2. HbHа
xх

   , ba  (элементы принадлежат одному классу 

тогда и только тогда, когда они находятся в данном отношении  ). 

Свойство 3. Если ,Hb
a

  то HH
ba

  (в качестве представителя класса мо-

жет выступать любой его элемент). 

Свойство 4. baHH
ba

  (левые классы эквивалентности не пересе-

каются тогда и только тогда, когда элементы а и b не находятся в данном отно-

шении  ). 

Свойство 5. Всякая группа G может быть представлена в виде объединения 

попарно не пересекающихся всевозможных левых классов эквивалентности: 

HG
a
 , Ga . 

Также верны следующие свойства: 

Свойство 6. Подгруппа Н – левый класс эквивалентности (т. к. He , то 

HH
е

 ). 

Свойство 7. Если Ha , то GH
a

 , т.к. Hе
a

 .  

Аналогично отношению   на множестве G зададим бинарное отношение   

следующим образом: для элементов Gba ,  будем считать, что 

Hbaba  1
  . 

Можно доказать, что отношение  , как и  , является отношением эквива-

лентности. Следовательно, можно построить разбиение группы на классы по 

отношению  . 

Будем обозначать эти классы }|{ baGbH
a

  . 

Определение 2. Класс }|{ baGbH
a

   называется правым классом экви-

валентности.  

Для правых классов эквивалентности выполняются все те же свойства, что и 

для левых классов эквивалентности. 
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Замечание. Если G – аддитивная группа, то отношение   задается следую-

щим образом: для элементов Gba ,  Habba  )(  . 

1.9.  Смежные классы группы по подгруппе 

По определению левый (правый) класс эквивалентности построить сложно, 

а в бесконечной группе невозможно, поэтому необходимо найти способ по-

строения H
a

 (
a

H ).  

Теорема 1.  HhahaHH
a

 | . 

Доказательство. 

1. Пусть Hx
a

    xa  и Hxa 1 . Обозначим hxa 1    aHahx  . 

Следовательно,  aHH
a

 . 

2. Пусть aHy    ahy     hya 1  или Hya 1 . Тогда ya , поэтому 

Hy
a

 . Следовательно, HaH
a

 . 

Из выполнения условий 1 и 2 следует, что aHH
a

 . 

Замечание. Можно доказать, что HaH
a
 . 

Определение 1. Множество  HhahaH  |  называется левым смежным 

классом группы G  по подгруппе Н. 

Так как aHH
a

 , то свойство 5 принято записывать следующим образом: 

HaHaHaHG
k

 ...
21

. 

Эту запись называют левосторонним разложением группы G  по подгруппе 

Н. Здесь сложение – лишь удобное обозначение; его не следует рассматривать 

как операцию. 

Пример 1. 

Пусть 
3

SG   – группа подстановок 3-й степени. 

},,,,,{
6543213

aaaaaaS  . 

 
122

,aaaH  . 

HHa 
1

, HHa 
2

, },{
533

aaHa  , },{
644

aaHa  , HaHa
35

 , HaHa
46

 . 

HaHaHS
433

 . 

 

В аддитивной группе левый смежный класс имеет вид: 

 HhhaHa  | . 

Пример 2. 

Пусть  ,ZG ,  ,3ZH , GH  . 

Построим левые смежные классы группы G по подгруппе Н. 
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Если Ga  и Ha , то HHa  . Это первый левый смежный класс. 

Выберем Ga  так, чтобы Ha , например, 1a . Тогда второй левый 

смежный класс будет выглядеть так: }|31{1 Z ttH . 

Замечаем, что построены не все классы, поскольку в объединении Н и 1+Н 

не получаем все целые числа. Поэтому процесс построения смежных классов 

продолжаем. 

Выбираем Ga , Ha  и Ha 1 . Например, 2a . Получаем третий ле-

вый смежный класс. Он будет выглядеть так: }|32{2 Z ttH . 

Поскольку при делении любого целого числа на 3 может получиться только 

один из трех различных остатков: 0, 1 или 2, то каждый элемент группы G  бу-

дет находиться в одном из трех построенных классов. 

В результате получаем левостороннее разложение группы G по подгруппе 

Н: 

   НННG  21 . 

Пример 3. Пусть  ,СG ,  ,RН , GH  . 

Построим левые смежные классы группы G по подгруппе Н. 

Пусть C
21

, zz .  

ibaz
111

 , ibaz
222

 , R
2211

,,, baba . 

Выясним, из каких элементов группы G будут состоять каждый левый 

смежный класс. По определению, класс состоит из таких элементов C
21

, zz , 

что Hzzzz 
2121

     R ibaiba
2211

   
21

bb  . 

Итак, 
2121

ImIm zzzz   . 

Левых смежных классов будет бесконечно много. В каждом классе будет 

находиться множество комплексных чисел с равными мнимыми частями. 

Проиллюстрируем вышесказанное, изобразив множество чисел смежного 

класса   Hi 2 в комплексной плоскости. Поскольку у представителя смежно-

го класса мнимая часть равна 1, то и у всех чисел класса она будет такой же. 

Поэтому все точки, изображающие числа смежного класса   Hi 2  на ком-

плексной плоскости, будут лежать на прямой, параллельной оси абсцисс и про-

ходящей через точку (2,1) (см. рис.). 

 
Рисунок 
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Пример 4.   ,0
СG , }1|{  zzН C , GH  .  

Подгруппа Н состоит из комплексных чисел, модули которых равны 1. Ка-

ждый левый смежный класс aHН
a

 , где   Gira   sincos . Поскольку 

при умножении комплексных чисел в тригонометрической форме их модули 

перемножаются, то модули всех чисел класса aH  будут равны r – модулю чис-

ла а. Следовательно, каждый левый класс будет состоять из всех комплексных 

чисел, модули которых равны между собой. 

Например, если  Gia 









15
sin

15
cos2

0


, то }2|{

0
 zzНа C . Если 

изобразить все числа одного смежного класса точками на комплексной плоско-

сти, то они будут находиться на окружности с центром в начале координат и 

радиусом r. Геометрический образ множества всех левых смежных классов бу-

дет представлять собой бесконечное множество концентрических окружностей. 

Определение 2. Множество  HhhaHa  |  называется правым смежным 

классом группы G  по подгруппе Н. 

Разложение ...
21
 HaHaНG  называется правосторонним разложени-

ем группы G по подгруппе Н. 

Замечание. Если G – аддитивная группа, то aH   – правый смежный класс. 

Пример 5. Пусть 
3

SG  . 

 
122

,aaaH  . 

Построим правостороннее разложение группы 3S  по подгруппе Н. 

HaHHa
11

 , HaHHa
22

 ,  

},{},{
533433

aaHaaaHa  , },{},{
644544

aaHaaaHa  . 

433
HaHaHS  . 

Замечание. В общем случае правые и левые смежные классы не совпадают, 

т.е. HaaH   (см. пример 5). 

Рассмотрим пример, в котором левые и правые смежные классы совпадают. 

Пример 6. Пусть   ,0
RG ,   ,RH , Ga  

}|{  RhahaH , }|{  RhhaHa . 

Очевидно, что HaaH   для любого Ga . 

Определение 3. Число элементов группы G, входящих в левый (правый) 

смежный класс аН (На), называется порядком этого смежного класса и обозна-

чается aH  ( Hа ) (как и порядок группы). 
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Теорема 2. Если Н – конечная подгруппа группы G, то все левые смежные 

классы имеют тот же порядок, что и подгруппа Н, т.е. если kH  , то 

kbHaH  ... . 

Доказательство. 

Зададим отображение aHH :  следующим образом: Hh    ahh  .  

Покажем, что   является взаимно однозначным. 

Пусть Hhh 
21

,  и 
21

hh  . Тогда 
21

ahah   (следует из однозначности умно-

жения в группе), aHahah 
21

, . Значит,    
21

hh   . 

Обратно, если    
21

hh    или 
21

ahah  , тогда    
2

1

1

1 ahaaha      
21

hh  . 

Итак, между множествами Н и аН установлено взаимно однозначное соот-

ветствие. Это означает, что аHH  . 

Замечание. Теорема 2 верна и для правых смежных классов. 

Теорема 3. Число различных левых смежных классов G по H равно числу 

различных правых смежных классов G по H (в бесконечном случае это означа-

ет, что множества левых и правых смежных классов по данной подгруппе име-

ют одинаковую мощность). 

Доказательство. 

Рассмотрим множество   1
Ha  элементов, обратных к элементам из Ha , то 

есть     HhhaHa 


|
11

.  

Так как   111 
 haha  (см. § 1.4), то    HhhaHa  

|111
  (1). 

Поскольку Н – группа, нетрудно показать, что  HhhH   |1 . Поэтому из 

(1) получаем:     HaHhhaHa 111
| 

 . Поставим теперь в соответствие ка-

ждому правому смежному классу Ha  группы G по Н левый Ha 1 . Покажем, 

что это соответствие является взаимно однозначным.  

Пусть HbHa  . Тогда 
ba

HH   и, следовательно, ba , то есть Hba 1 . 

Значит,     Hbaba   11111 , то есть 11  ba   , откуда следует, что 

HbHa 11   .  

Аналогично можно показать, что если HbHa 11   , то HbHa  .  

Итак, данное соответствие является взаимно однозначным. Это означает, 

что указанные множества имеют одну и ту же мощность, то есть число различ-

ных левых смежных классов G по H равно числу различных правых смежных 

классов G по H. 

Доказанная теорема позволяет ввести следующее определение. 
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Определение 4. Число различных левых (правых) смежных классов G по Н 

называется индексом подгруппы Н в группе G и обозначается HG :  (или 

 HG : ). 

1.10. Нормальные делители группы. Теорема Лагранжа 

Определение. Подгруппа Н группы G называется нормальной подгруппой, 

или нормальным делителем группы G, если для любого Ga  правые и левые 

смежные классы по этой подгруппе совпадают. 

Обозначение: GH   . 

Итак, GH   , если GH   и для Ga  верно равенство HaaH  , т.е. для 

Hh 
1

 существует Hh 
2

, что ahah
21

 . Элементы 
1

h  и 
2

h  могут быть раз-

личными, а могут и совпадать. 

Пример. Пусть G  – мультипликативная группа невырожденных матриц 

второго порядка вида 
















 RR

0- bca
c

bа
G ,,|

0
. Покажем, что подмноже-

ство 
















 Rb

b
H |

10

1
 является нормальным делителем группы G . 

Сначала нужно показать, что GH  . Воспользуемся критерием подгруппы. 

 Множество Н, очевидно, не пусто. Покажем, что:  

1) для любых HВА ,  произведение HАВ . 

Пусть 









10

1
1

d
А , 










10

1
2

d
B .  

Тогда H
dddd

AB 






 



















10

1

10

1

10

1
1221

, так как R
12

dd . 

2) для любой матрицы H
d

А 









10

1
1

 существует HА 1 .  

Поскольку матрица А является невырожденной, то обратная к ней сущест-

вует. По формуле обратной матрицы находим: 






 











10

1
1

2212

21111
d

AA

AA
А . 

Очевидно, что HА 1 . Итак, GH  . 

Покажем, что GH   , то есть для любой матрицы GС  HCСH  . Нужно 

показать, что для каждой матрицы HD 
1

 найдется матрица HD 
2

 такая, что 

CDСD
21

 . 
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Пусть 









c

ba
C

0
, 










10

1
1

d
D . Тогда 







 



















c

badad

c

ba
CD

010

1

0
1

. 

Будем искать матрицу 
2

D  в виде 









10

1
2

x
D . 








 



















c

xcba

c

bax
CD

0010

1
2

. Из условия CDСD
21

  получаем: 








 








 

c

xcba

c

bada

00
. xcbbad  . Откуда 1 adcx  ( 1c  существует, 

так как -0
Rc ). 

Итак, 











10

1 1

2

adc
D , следовательно, Н – нормальный делитель. 

Как вытекает из определения нормального делителя, левые смежные классы 

группы G по нормальному делителю Н одновременно являются и правыми, и 

обратно. Это позволяет говорить просто о смежных классах группы G по нор-

мальному делителю Н и о разложении G в смежные классы по этому нормаль-

ному делителю.  

Теорема 1. В абелевой группе любая подгруппа является нормальным дели-

телем. 

Пусть G – абелева группа, GH  . 

Докажем, что GH   . 

Доказательство. 

Для Ga  верно равенство HaaH  , т.к. haah   для Hh . 

Пример 2. В предыдущем параграфе в примерах 2, 3, 4 и 6 рассмотренные 

группы являются абелевыми, поэтому все их подгруппы будут являться нор-

мальными делителями. 

Теорема 2. В любой группе G единичная подгруппа и сама группа G явля-

ются нормальными делителями. 

Доказательство. 

1. Пусть GеЕ  }{ . 

Для Ga  верно равенство EaaееaaE  }{}{ , т.е. GE   . 

2. Пусть GG  . 

Для Ga  верно равенство GaG  , GGa  , GaaG  , т.е. GG   . 

Если в группах нет нормальных делителей, кроме G и Е, то группа G назы-

вается простой. 
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Теорема 3 (Лагранжа). Если Н – подгруппа конечной группы G, то имеет 

место равенство HGHG :  

Доказательство. 

Пусть HaHaHaHG
s 121

...


       (1) – левостороннее разложение G 

по Н.  

Так как смежные классы не пересекаются, то количество элементов в пра-

вой части равенства (1) совпадает с количеством элементов в левой части. По 

теореме 2 § 1.9 HHaHaHa
s


121

... .  Поэтому число элементов группы 

G, входящих в правую часть равенства (1), равно sHHHH

разs


  

  

... . Но в 

левой части равенства G  элементов. Отсюда следует, что sHG  . По опре-

делению 4 § 1.9 равенство (1) означает, что HGs : . Таким образом, 

HGHG : . 

Следствия из теоремы Лагранжа 

Следствие 1. Порядок и индекс любой подгруппы конечной группы явля-

ются делителями порядка группы. 

Доказательство. 

Так как все числа, входящие в равенство HGHG : , натуральные, то из 

него следует, что G  делится на H  и G  делится на индекс HG : . 

Следствие 2. Порядок любого элемента конечной группы является делите-

лем порядка группы. 

Пусть nG  , Ga .. 

Докажем, что ka  , где Nk , и kn . 

Доказательство. 

1)  a , т.к. в противном случае все целочисленные степени элемента а 

были бы различны, и группа G была бы бесконечной. 

2) Если еa  , то 1a  и 1n . 

3) Если 1 ka . 

Построим циклическую подгруппу  a , порожденную элементом а. По 

теореме 1 § 1.7 kaa  . 

По теореме Лагранжа  aGaG : . Поскольку nG  , ka  , то 

 aGkn : . Следовательно, kn . 
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Следствие 3. Группа G простого порядка не содержит подгрупп, отличных 

от единичной E и группы G. 

Доказательство. 

Пусть pG  , где р – простое число. 

По теореме Лагранжа HGHG : . Значит, Hp , следовательно, либо 

1H , либо pH  . В первом случае EH  , во втором случае GH  . 

Замечание. Из следствия 2 следует, что в случае, если pG  , где р – про-

стое число, все элементы группы G могут иметь порядки, равные 1 или р. 

Если 1a , то еa  ; если pa  , тогда Ga  , pa  , поэтому 

Ga  , т.е.  aG . 

Таким образом, любая группа простого порядка – циклическая.  

1.11. Факторгруппа 

Определение 1. Если в группе G даны подмножества А и В, то произведени-

ем АВ этих множеств называется множество всех элементов группы G, равных 

произведению некоторого элемента из А на некоторый элемент из В, то есть 

 ВbАааbсGсАВ        ,,| . 

Пусть G – группа, GH   , т.е. GH   и для Ga  верно равенство 

HaaH  . 

Построим разбиение группы G на смежные классы и обозначим множество 

этих классов ,...},,{
21
HaHaH

H
G  . 

В разбиении могут участвовать как левые, так и правые смежные классы, 

поскольку в данном случае они совпадают. 

Введем на множестве 
H

G  операцию умножения следующим образом: 

abHbHaH  . 

Покажем, что это возможно: 

     abHHHabHbHaHHbabHaH
ассоцGHассоц


..

)(
 

. 

Покажем, что  ,
H

G  – группа. 

Множество 
H

G , так как 
H

GH  . Операция в 
H

G  выполнима по оп-

ределению. 

1) Ассоциативность:    cHababHcHcHbHaH   и 

    HbcaaHbcHcHbHaH  . Так как Gcba ,, , то    bcabca  . 
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2) Единичный элемент – это подгруппа Н, так как для Ha  

aHaHHHaH  . 

3) Элемент, обратный к aH  – Ha 1 . Он существует, т.к. G – группа. 

Итак,  ,
H

G  – группа.  

Определение 2. Группа   ,
H

G  называется факторгруппой группы G по 

нормальному делителю Н. 

Замечание 1. Факторгруппу можно построить только по нормальному дели-

телю, т.к. для произвольной подгруппы Н операцию умножения ввести таким 

образом нельзя ( bHHb  ). 

Замечание 2. Если группа G аддитивная, то на множестве 
H

G  вводится 

операция сложения классов по правилу       HbaHbHa  . Группа 

H
G  будет аддитивной. 

Теорема 1. Любая факторгруппа абелевой группы – абелева. 

Пусть G – абелева группа, GH   . Покажем, что 
H

G  – абелева группа. 

Доказательство.   

Для Gba  ,  abHbHaH   и baHaHbH  . Поскольку G – абелева 

группа, то baab   и поэтому baHabH  . 

Теорема 2. Любая факторгруппа циклической группы – циклическая. 

Пусть  aG , GH   . Покажем, что 
H

G  – циклическая группа. 

Доказательство.  

Пусть 
H

GbH  , Gb . Так как G  – циклическая группа, то элемент Gb  

можно представить в виде  
kab      HHHaaaHaHabH kkk ......  

     k
GH

aHHHHaaaHHaHaa  ............
 

. 

Следовательно,  aH
H

G . 

В параграфе 1.7 были построены смежные классы для абелевых групп, в ко-

торых каждая подгруппа является нормальным делителем. На основе этих при-

меров построим факторгруппы и охарактеризуем их элементы. 

Пример 1. (см. § 1.7, пример 2). Элементами аддитивной факторгруппы 

Z
Z

3
 являются классы вычетов по модулю 3.  3

3


Z
Z . Нулевой элемент – 

класс 3Z.  В параграфе 1.2 приведен пример построения аддитивной фактор-
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группы классов вычетов по модулю 6. Построена таблица сложения элементов 

факторгруппы. 

Пример 2. (см. § 1.7, пример 3). Геометрическими образами элементов адди-

тивной факторгруппы 
R

С  являются прямые, параллельные оси абсцисс. Обра-

зом суммы  элементов факторгруппы будет прямая, отстоящая от оси абсцисс 

на расстоянии, равном сумме расстояний от оси абсцисс прямых-слагаемых. 

Пример 3. (см. § 1.7, пример 4). Геометрическими образами элементов 

мультипликативной факторгруппы 
H

G  являются концентрические окружно-

сти. При «умножении» образов-окружностей этой группы будем получать ок-

ружность, радиус которой равен произведению радиусов окружностей-

сомножителей. Образом единичного элемента будет окружность радиуса 1.  

1.12.  Изоморфизм и гомоморфизм групп 

Пусть каждому элементу а алгебры  ,
1

G  поставлен в соответствие впол-

не определенный элемент b  алгебры  ,
2

G , который принято обозначать 

 ab  . Совокупность всех полученных таким образом элементов  ab   

обозначим через  
1

G . Мы говорим, что имеем отображение   алгебры G1 в 

G2, а именно: на множество  
21

GG  . 

Определение 1. Отображение   алгебры G1 в G2 называется гомоморфным 

(гомоморфизмом), если для 
1

, Gba   выполнено условие      baba   . 

Это условие называется «сохранение операции». 

Теорема 1. Если   есть гомоморфное отображение группы  ,
1

G  в груп-

пу  ,
2

G , то множество  
21

GG   есть группа. 

Доказательство. 

Достаточно доказать, что множество  
1

G  есть подгруппа группы G2, т.е. 

выполняются условия: 

1) для  
1

b ,
2

b  
1

G    
121

Gbb  ; 

2) для  
1

Gb    
1

1 Gb  . 

1) Пусть 
1

b ,
2

b  
1

G , тогда существуют 
1

a ,
2

a
1

G , что  
11

ba  ,  
22

ba  . 

В силу гомоморфности отображения   имеем: 

     
212121

bbaaaa    . Следовательно, 
21

bb   есть образ элемента 

121
Gaa   при отображении  . Поэтому 

21
bb   

1
G . 
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2) Пусть e1 – нейтральный элемент группы G1. Тогда для 
1

Ga  

     aaeea  
11

.  

Поскольку отображение   является гомоморфным, то 

         aaeea   
11

. Поэтому  
1

e  есть нейтральный элемент группы 

G2. 

Пусть  
1

Gb  . Тогда существует a
1

G  такой, что   ba  . Обозначим 

через b  элемент  1a  множества  
1

G . Докажем, что 1 bb . 

В самом деле,         bbaaaaee    11

12
 , где е2 – нейтраль-

ный элемент группы G2. Аналогично, bbe 
2

. Поэтому 1 bb , что и требо-

валось доказать. 

Замечание. В только что проделанных рассуждениях содержится доказа-

тельство двух важных утверждений, справедливых для всякого гомоморфного 

отображения   группы G1 в группу G2: 

 
21

ее   и     11   aa  . Таким образом, при любом гомоморфизме группы 

нейтральный элемент переходит в нейтральный, нейтрализующий к элементу а 

– в нейтрализующий к его образу  a .  

Определение 2. Гомоморфное взаимно однозначное отображение   называ-

ется изоморфизмом (изоморфным отображением).  

Если алгебра G1 изоморфна алгебре G2, то это обозначается так: 
21

GG  . 

Пример 1. Пусть  ,
1

ZG ,  },1{
2

G . Зададим соответствие 

21
: GG   следующим образом:   12 n ,   112 n  (каждому четному це-

лому числу поставим в соответствие 1, каждому нечетному 1 ). Проверим со-

хранение операции: 1)      1222  knkn  ,     11122  kn  , 11 ;  

2)       112122  knkn  ,       111122  kn  , 11  ; 

3)         1121212  knkn  ,       1111212  kn  , 

11 . Итак,   – гомоморфизм.   не является изоморфизмом, потому что не яв-

ляется взаимно однозначным отображением. 

Пример 2.   ,0

1
RG ,   ,

2
RG . Зададим соответствие 

21
: GG   сле-

дующим образом: 0 Ra    2aa  . Проверим сохранение операции: 

       babaabab   222
. Итак,   – гомоморфизм. Поскольку   не явля-

ется взаимно однозначным, то   – не изоморфизм. 

Пример 3.   ,
1

RG ,  ,
2

RG . Зададим соответствие 
21

: GG   сле-

дующим образом:  Ra    aa ln . Проверим сохранение операции: 
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       babaabab   lnlnln . Итак,   – гомоморфизм. Поскольку   

является взаимно однозначным, то   – изоморфизм. 

Теорема 2. Изоморфный образ группы является группой. 

Пусть  ,
1

G  – группа, существует изоморфизм 
21

: GG  . 

Докажем, что  ,
2

G  – группа. 

Доказательство.  

Покажем, что в 
2

G  выполняется операция. Пусть 
221

, Gbb  . Докажем, что 

221
Gbb  .  

Поскольку   – изоморфизм, то найдутся 
121

, Gaa   такие, что  
11

ba  , 

 
22

ba  . Так как 
1

G  – группа, то 
121

Gaa  , 

     
2212121

Gaaaabb    .  

1) Покажем, что операция в 
2

G  является ассоциативной. 

Пусть 
2321

,, Gbbb  . Докажем, что    
321321

bbbbbb   . 

Поскольку   – изоморфизм, то найдутся 
1321

,, Gaaa   такие, что  
11

ba  , 

 
22

ba  ,  
33

ba  . 

               

               .
321321321321

321321

.

321321

1

bbbaaaaaaaaa

aaaaaaaaabbb
группаGизоморф















 

2) Докажем существование нейтрального элемента в 
2

G . 

Пусть e  – нейтральный элемент в группе 
1

G . Покажем, что  e  – ней-

тральный элемент в группе 
2

G , то есть что для 
2

Gb  выполняются равенства: 

    bbeeb    . Так как   – изоморфизм, то найдется 
1

Ga , что   ba  . 

          baeaeaeb    . Аналогично,   bbe  . 

3) Докажем существование нейтрализующего у каждого элемента из 2G . 

Покажем, что для 
2

Gb  существует 
2

Gb   такой, что  ebbbb   . 

Пусть 
1

Ga ,   ba  . Докажем, что  ab   , где 
1

Ga   – нейтрализующий к 

a .  

         eaaaaab    . Аналогично,    eba    . Значит, 

 ab   . 

Замечание. 

При доказательстве не была использована взаимная однозначность отобра-

жения  , т.е. теорема верна, когда   – гомоморфизм. 
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Теорема 3. Любая бесконечная циклическая группа изоморфна аддитивной 

группе целых чисел. 

Пусть  aG ,  aG ,  ,Z .  

Доказать, что  ZG . 

Доказательство. 

Зададим отображение ZG:  следующим образом: Gg , kag  , 

  kak  . Покажем, что   – изоморфизм. 

1) Взаимная однозначность  . 

Пусть eaaa
kkkk


 2121 . Так как a , это возможно только при 
21

kk  . 

Обратно, если 
21

kk  21 kk
aa   (следует из однозначности операции умно-

жения в группе G ). 

2) Сохранение операции. Покажем, что образ произведения равен сумме об-

разов. 

       212121

21

kkkkkk
aakkaaa  


. 

Теорема 4. Любая конечная циклическая группа порядка n изоморфна адди-

тивной группе классов вычетов по модулю n. 

Дано:  aG , naG  ,  ,
n

Z .  

Доказать: 
n

G Z . 

Доказательство. 

Зададим отображение 
n

G Z:  следующим образом: Gg , kag  , 

 
k

k Za  . Покажем, что   – изоморфизм. 

1) Взаимная однозначность  . 

Пусть    
21

2121 mod
2121

порядковсвойству (

kk

по
kkkk

ZZnkknkkeaaa 
 

) 

.  

Обратно, если 
21 kk ZZ   nkk mod

21
 , значит,   nkk 

21
 ,  

то есть Z  tntkk ,
21

. 

Тогда   222121 или
kktnkkntkk

aeaaaaaa 


   ( ean  , так как na  ). 

2) Сохранение операции. Покажем, что образ произведения равен сумме об-

разов. 

       21

2121

2121 kk

kkkk

kkkk
aaZZZaaa  




. 

Теорема 5. Любая конечная циклическая группа порядка n изоморфна 

мультипликативной группе корней n-й степени из единицы. 

Дано:  aG , nG  .  
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Доказать: 
n

CG  . 

Доказательство. 

}1,0|
2

sin
2

{cos  nk
n

k
i

n

k
С

n


,  110 ,...,,  naaaaG . 

Зададим отображение 
n

CG :  следующим образом: Gg , mag  , 

 
n

m
i

n

m
am 


2

sin
2

cos  . Покажем, что   – изоморфизм. 

1) Взаимная однозначность  . 

Пусть   .,
2121

порядков)свойству  (

2121 Z  


tntmmnmmeaaa
по

mmmm   

     

 .2
sin

2
cos2

2
sin2

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2

1

2222

2211

 
m

m

a
n

m
i

n

m
t

n

m
it

n

m

n

ntm
i

n

ntm

n

m
i

n

m
a








































 

Обратно, если     21 mm
aa   , то есть 

 
n

m
i

n

m

n

m
i

n

m
2211

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos


 , значит, 

   2221

21

21 2
22 mtnmntmm

aaaaantmmt
n

m

n

m





. 

2) Сохранение операции. Покажем, что образ произведения равен произве-

дению образов. 

       

    . 21

2121

2211

2121

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

mm

mmmm

aa
n

m
i

n

m

n

m
i

n

m

n

mm
i

n

mm
aaa



































 

Замечание. Из теорем 3, 4 и 5 следует, что циклические группы одного и то-

го же порядка изоморфны. 

Теорема 6. (Кэли). Любая конечная группа порядка n изоморфна некоторой 

подгруппе подстановок n-й степени.  

Дано: G  – группа, nG  .  

Доказать: 
n

SH  , HG  . 

Доказательство. 

 
n

aaaG ,...,,
21

 , где а1 – нейтральный элемент. Выберем из G  произволь-

ный элемент 
i

a . Рассмотрим произведения: Gaaaaaa
inii
,...,,

21
. Все эти произ-

ведения будут различными. Обозначим: 
n

aaaaaaaaa
inii 
 ,...,,

21 21
        . 
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n
     ,...,,

21
 – некоторый набор чисел от 1 до n.  

Элементу ia  поставим в соответствие подстановку 









n

i

n
P

 ...

...21

21

     
 (1).  

Этим каждому из элементов группы G  ставится в соответствие вполне оп-

ределенная подстановка n-й степени. Таким образом, мы имеем отображение   

группы G  на некоторое подмножество Н симметрической группы 
n

S .  

Двум различным элементам 
i

a  и 
j

a  соответствуют различные подстановки, 

так как в подстановке 
i

P  под элементом 
1

a  расположен 
ii

aaa 
1

, а в подстанов-

ке 
j

P  под элементом 
1

a  расположен 
jj

aaa 
1

, 
ji

aa  .  

Итак, имеем взаимно однозначное соответствие между элементами 

n
aaa ,...,,

21
 группы G и подстановками 

n
PPP   ,...,,

21
. 

Найдем подстановку, соответствующую произведению 
ji

aa . Если элементу 

j
a  соответствует подстановка 










n

n

j
P





...

...

21

21
 (2), то есть 

ii
aaa

j 
 , то из 

   
kk

aaaaaaaaa
jjikjik 
  ( 1,0  nk ) следует, что элементу 

ji
aa  соответст-

вует подстановка 








n

n

 ...

...21

21

     
, являющаяся, очевидно, произведением 

подстановки (1) на подстановку (2). Таким образом, множество Н является 

замкнутым относительно операции умножения. 

Проверим, что отображение   сохраняет операцию. 

Для доказательства подстановку  
ii

aP   принято записывать следующим 

образом: 









inii

n

i
aaaaaa

aaa
P

...

...

21

21
        

. Тогда 

    






















jnjj

n

inii

n

jiji
aaaaaa

aaa

aaaaaa

aaa
PPaa

...

...

...

...

21

21

21

21
                

  

      














jinjiji

n

aaaaaaaaa

aaa

...

...

21

21
                     

,   
     















jinjiji

n

ji
aaaaaaaaa

aaa
aa

...

...

21

21
                     

 . 

Полученные подстановки совпадают в силу ассоциативного закона в группе 

G . 

Итак,   – изоморфизм группы G  на множество Н. По теореме 1 множество 

Н является группой – подгруппой группы 
n

S . 



40 

 

1.13. Ядро гомоморфизма 

Пусть   – гомоморфизм группы 
1

G  в группу 
2

G . 

Определение 1. Ядром гомоморфизма   называется множество элементов 

группы 
1

G , которые отображаются в нейтральный элемент группы 
2

G . 

Обозначение: Ker . По определению,   
21

| GeaGaKer   . 

Теорема 1. Ядро гомоморфизма является нормальным делителем группы. 

Пусть G  – группа, KerH  , где   – гомоморфизм группы G  в группу 
1

G . 

Доказать: GH   . 

Доказательство: 

1. Покажем, что GH   . 

Воспользуемся критерием подгруппы. 

а) для Hba  ,  покажем, что Hab . 

Действительно,    
11

, GebaHba   . 

Найдем      
1111

.

Geeebaab
гомоморф







. Поэтому Hab . 

2. Покажем, что GH   , т.е.  для Ga  HaaH  . 

Пусть aHah . Покажем, что Haah 
1

 такой, что ahah
1

 . 

Рассмотрим элемент Gaha 1 . Найдем его образ при гомоморфном ото-

бражении  : 

               
1

11

1

11 eeaaaeaahaaha       Haha 1  или 

1

1 haha     ahah
1

 . Таким образом, HaaH  . Аналогично, aHHa  , следо-

вательно, HaaH  . 

Теорема 2. Любая нормальная подгруппа группы G является ядром некото-

рого гомоморфизма. 

Доказательство. 

Пусть GH   . 

Построим факторгруппу  ,...,,
21
HgHgH

H
G     . 

Зададим отображение 
H

GG :  так, что для Gg     gHg  . 

Покажем, что   сохраняет операцию. 

Для Ggg 
21

,     Hgggg
2121

 .  

Так как GH   , то    
212121

ggHHggHgg  . 

Таким образом,   – гомоморфизм.  

Покажем, что KerH  . 
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Пусть Hh     HhHh  . Так как Н – нейтральный элемент группы 

H
G , то KerH  . 

Обратно, пусть Kerh . Тогда   Hh   или HhH     Hh . Следова-

тельно, HKer  . 

Значит, KerH  . 

Определение 2. Гомоморфизм 
H

GG   называется естественным гомо-

морфизмом группы G. 

Теорема 3. Гомоморфный образ группы изоморфен факторгруппе по ядру 

этого гомоморфизма. 

Дано: 
1

: GG  ,   – гомоморфизм. KerH  . 

Доказать: 
1

G
H

G  . 

Доказательство. 

Рассмотрим отображение 
1

: G
H

G    такое, что 
H

GgH    

   ggH   . Так как Gg , то  
1

Gg  . 

Покажем, что   – изоморфизм. 

1) Взаимная однозначность  . 

Пусть HgHg
21

    HHgg 


1

1

2
   Hgg 



1

1

2
.  

Так как  KerH  , то  
11

1

2
Gegg 


 . 

Так как   – гомоморфизм, то     egg 


1

1

2
  или      egg 



1

1

2
    

   
12

gg   , то есть    HgHg
21

  . 

Обратно: пусть    HgHg
21

   или    
21

gg          
11

1

2
Gegg 


  

   
11

1

2
Gegg 


    Hgg 



1

1

2
 или HgHg

21
 . 

2) Покажем, что отображение   сохраняет операцию. 

             HgHgggggHggHHgg
2121212121

  . 

Итак,   – изоморфизм. 

Замечание. Из теоремы 3 получаем, что любой гомоморфизм группы может 

быть заменен последовательным выполнением естественного гомоморфизма и 

какого-либо изоморфизма. Таким образом, имеет смысл изучать только естест-

венные гомоморфизмы и изоморфизмы групп. 
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ГЛАВА 2. Организация контроля знаний и самостоятельной 

работы студентов по разделу «Алгебраические структуры с 

одной бинарной операцией» 

2.1. Практические задания для аудиторных занятий и                 

домашних работ 

Тема 1. Алгебраическая бинарная операция, ее свойства 

1. Определите, какие из операций – сложение, вычитание, умножение, деление 

–  являются алгебраическими на следующих множествах: 

1) N;  2) NZ \ ; 3) QR \ ; 4) Q; 5) 0
Q ; 6)  0 ; 7)  1,0  ; 8)    1 ; 9)    1,1 ;  

10)  011    ,, ; 11)  N nn |12 . 

2. Укажите, какие из следующих операций являются алгебраическими в трех-

мерном евклидовом пространстве: 

1) умножение вектора на скаляр; 

2) скалярное произведение векторов; 

3) векторное произведение векторов. 

3. В n-мерном арифметическом пространстве n
R  рассматриваются подмноже-

ства М1, М2, М3, М4: 

  niaaaaM
in

,1,|,...,
211

 N ;   1,2,|1,,...,0
122




niaaaM
in

Q ; 

  ZZ 2,,2,|,...,
1213
 aniaaaaM

in
; 

  12,1,2,|,,...,0
124




ZR
ninn

aniaaaaM . 

На каких из них операция сложения векторов является алгебраической? 

На каких из множеств М1, М2, М3, М4 операция умножения векторов, задан-

ная следующим образом: для любых векторов  , n
R , где  

n
aaa ,...,

21
 , 

 
n

bbb ,...,,
21

 ,  
nn

bababa  ,...,,
2211

 , является алгебраической?  

4. Определите, является ли операция   алгебраической на множестве 
R ; ка-

кими свойствами она обладает: 

1) 
2

ba
ba


 ; 2) 2baba  ; 3) 1 baba ; 4) baba  ;  
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5) baba  ; 6) aba
b

log ; 7)  baba  ,max ; 8) baba  . 

5. На некотором множестве М задана алгебраическая бинарная операция  . 

Будет ли эта операция алгебраической на множестве К, если: 1) МК, 2) 

КМ. Приведите примеры. 

6. Является ли алгебраической операцией умножение матриц на следующих 

множествах квадратных матриц: 

а) диагональных матриц второго порядка 
















 Ra

a

a
M |

0

0
1

; 

б) матриц второго порядка 
















 Rba

ba
M ,|

10
2

; 

в) матриц второго порядка 
















 Rba

b

a
M ,|

0

0
3

; 

г) треугольных матриц третьего порядка 

        

































 3,1,3,1|0

00

333231

2221

11

4
jia

aaa

aa

a

M
ij

   R  ? 

 

Тема 2. Полугруппа, моноид, группа 

1. Докажите, что множество N со следующими операциями является полу-

группой: 

а) ),( baНОДba  ; б) ),( baНОКba  ; в) aba  ; г) 1ba . Какие из 

полугрупп являются моноидами? 

2. Укажите, какие из следующих подмножеств полугруппы ,, С  являются 

полугруппами: 

а)  Znn |2 ; б)  2,1,0,1,2|2        nn ; в)  0,,|5 22  bababa Z ;  

г)  0,,|5 22  bababa Q ; д)  1| zz ; е)  1| zz ; ж)  1| zz ;  

з)  1| zz ; и)  1| zz ; к)  2| zz ; л)  2| zz ; м)  2| zz ;  
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н)  2| zz ; о)  2| zz ; п) 









2

1
| zz ; р) 










2

1
| zz ; с) 










2

1
| zz . 

Какие из полугрупп являются моноидами? Найдите все обратимые элементы 

моноидов. 

3. Докажите, что множество  0,,|3 22  bababaM Z  по операции ум-

ножения образует моноид. Найдите все обратимые элементы. Является ли М 

группой? 

4. Образует ли аддитивную группу множество: 

а) Z2 ; б) 12 Z ; в)   0\ NZ ; г)  0N ; д) Zn ? 

5. Образует ли мультипликативную группу множество: 

а) Zn ; б) 
Q ; в) }{ za ? 

6. Докажите, что каждое из следующих множеств с операцией  , заданной таб-

лицей Кэли, является группой: 

а)  ae,                                       б)  bae ,,  

  е а        е а b 

 е е а      е е а b 

а а е      а а b е 

        b b e a 

 

7. Определите, является ли множество функций 










x

f
x

fxfxfF
1

,
1

,,
3210

 , заданных на R
-0

, группой относитель-

но операции последовательного выполнения преобразований над перемен-

ной х, определяемых этими функциями. Составьте таблицу Кэли. 

8. Образует ли алгебра группу: 

а)  ,Z ;  б) ,,  
R  где baba  ; в) ,,  

R  где ;22baba   

г)  ,RR , где );,(),(),( badacdcba   д)    ,,|2 Zbaba . 

9. Пусть G – группа и  GaaG   |11 . Докажите, что GG 1 . 
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10. Образует ли мультипликативную группу множество квадратных матриц  

а) 
















 0-

Ra
a

a
M |

0

0
1

; б) 
















 RR

0- ba
ba

M ,|
10

2
; 

в) 
















 Ra

a
M |

10

1
3

; г) 
















 0,,|

2
22

4
baba

ab

ba
M Q ? 

В каком случае группа является абелевой? 

Тема 3. Подгруппа группы 

1. Докажите, что множество четных чисел является подгруппой аддитивной 

группы Z целых чисел. Является ли множество нечетных чисел подгруппой 

группы Z? 

2. Являются ли подгруппами группы <  ,0
С > следующие множества: 

а) R; б) R
-0

; в) Q
-0

; г) Z
-0

; д) множество мнимых чисел; е) множество чисел, 

модуль которых равен 2; ж) все множества задачи 2 темы 2. 

3. Известно, что GH 
1

, 
12

HH  . Доказать, что GH 
2

. 

4. Докажите, что для любых подгрупп A и B абелевой группы G произведение 

АВ={ab| BbAa  , } есть подгруппа группы G. 

5. Докажите теорему:  

Непустое подмножество Н мультипликативной группы G образует подгруп-

пу этой группы тогда и только тогда, когда для любых элементов Hbа ,  

.1 Hba     

Сформулируйте эту теорему для аддитивной группы. 

6. Докажите, что если Н – непустое конечное множество элементов группы G и 

произведение двух любых элементов из Н принадлежит Н, то GH  . 

7. Является ли подгруппой группы <  ,0
С > множество 









 1,1,
2

3

2

1
,

2

3

2

1
,

2

3

2

1
,

2

3

2

1
          iiii ? 
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Тема 4. Порядок элемента группы. Циклическая подгруппа,                    

циклическая группа 

1. В группе невырожденных комплексных матриц 2-го порядка определите по-

рядки следующих элементов: 











10

01
1

а , 









10

11
2

а , 











i

i
а

0

0
3

. 

2. Выпишите все подгруппы группы S3 (Воспользуйтесь задачей 6 темы 3). 

Выберите такие подгруппы А и В, что их произведение АВ не является ее 

подгруппой.  

3. Мультипликативная группа 
















 1,,,,| bcaddcba

dc

ba
G   Z невырож-

денных матриц второго порядка с целыми элементами и определителем, рав-

ным 1, содержит матрицы 











01

10
A  и 












11

10
B  порядков 4 и 3 соот-

ветственно. Покажите, что  AB  – бесконечная циклическая подгруппа 

данной группы. Таким образом, произведение двух элементов конечного по-

рядка в группе G не обязано быть элементом конечного порядка. А как об-

стоит дело в абелевой группе? 

4. В мультипликативной группе S4 найдите циклическую подгруппу, порож-

денную элементом 








3214

4321
. Определите порядок этой подгруппы. 

5. В аддитивной группе целых чисел постройте циклическую подгруппу, поро-

жденную числом 7. 

6. В группе   ,0С  запишите циклические подгруппы, порожденные элемента-

ми а) i, б) i
2

3

2

1
 , в) i

2

2

2

2
 . Определите порядки подгрупп. 

7. G=<a>. .10а  Выпишите все подгруппы группы G. 
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8. Докажите, что порядки элементов аb и ba мультипликативной группы G рав-

ны. 

Тема 5. Смежные классы группы по подгруппе                                           

Нормальный делитель, факторгруппа 

1. Постройте правый смежный класс группы    ,|2 ZkG k  по подгруппе 

   ,|4 ZkH k , порожденный элементом 2. Запишите общий вид эле-

ментов этого класса. Найдите НG : . 

2. Даны: группа подстановок S3 и ее подгруппа  
21

,aaH  . Связаны ли между 

собой элементы а3 и а4 группы S3 бинарным отношением   относительно 

подгруппы Н? Связаны ли они отношением  ?  

3. Постройте смежные классы аддитивной группы Z по подгруппе Z5H . 

Лежат ли элементы 11 и 134 в одном классе? Приведите пример элементов 

группы, лежащих в том же классе, что и элемент 23. 

4. Постройте левые смежные классы группы самосовмещений правильного 

треугольника: а) по подгруппе М поворотов треугольника; б) по подгруппе 

 aeA , , где А – одна из симметрий. 

5. Найдите левостороннее разложение знакопеременной группы А4 по под-

группе 


























4213

4321
,

4132

4321
,eH . Является ли подгруппа Н нор-

мальным делителем? 

6. Докажите, что подмножество матриц 



















0,,|

0 1
aba

a

ba
H   R   являет-

ся нормальным делителем мультипликативной группы матриц 

















 0,,,|

0
cacba

c

ba
G   R    . 

7. Постройте факторгруппу аддитивной группы целых чисел по подгруппе це-

лых чисел, кратных 5. Составьте таблицу сложения элементов факторгруп-
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пы. Определите нулевой элемент факторгруппы. Для каждого элемента фак-

торгруппы найдите противоположный. 

8. Сколько элементов будет содержать факторгруппа аддитивной группы це-

лых чисел по подгруппе целых чисел, кратных натуральному числу n?  

9. Найдите смежные классы аддитивной группы векторов плоскости, выходя-

щих из фиксированной точки О по подгруппе векторов, лежащих на фикси-

рованной прямой, проходящей через точку О. Изобразите классы на плоско-

сти. 

10. 
4

CG  , GH  , 
2

CH  . Докажите, что подгруппа Н является нормальным 

делителем группы G. Разложить G по Н. Постройте таблицу умножения эле-

ментов факторгруппы 
H

G .    

11. Постройте левосторонние и правосторонние разложения группы S3 по под-

группам Н1= },{
31

aa и Н2= },,{
541

aaa . В каком случае подгруппа является нор-

мальным делителем? Постройте факторгруппу группы S3 по нормальному 

делителю. Составьте таблицу умножения элементов факторгруппы. 

12. Постройте факторгруппу группы G=< 







},,,{ Zba

ab

ba
> по подгруппе 

Н=< 







},,,

22

22
{ Zba

ba

ba
>. Составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы. Для каждого элемента факторгруппы найдите противоположный. 

13. Постройте факторгруппу группы G=<  },,,2{ Zbaba > по подгруппе 

Н=<  },2,,2{ Zbaba >. Составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы. 

Тема 6. Гомоморфизм, изоморфизм групп 

1. Даны группы G1=<C
-0

,>, G2=<R
-0

,>. Будет ли отображение  G1G2 го-

моморфизмом, если: 

а) (z)=z; б) (z)=z+1; в) (z)=1; г) (z)=2. 
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2. Дана мультипликативная полугруппа натуральных чисел. Рассматривается 

отображение , при котором образом любого натурального х является число 

2х. Является ли   изоморфизмом полугруппы натуральных чисел на себя? 

3. Даны: множество целых чисел Z с операцией умножения и конечное множе-

ство {–1;0;1} также с операцией умножения. Поставим в соответствие каж-

дому целому положительному числу число 1, каждому отрицательному – 

число -1, числу 0 – число 0. Будет ли отображение, заданное по этому прави-

лу, являться гомоморфизмом? 

4. Задано отображение  аддитивной группы Z на знакопеременную группу 




























213

321
,

132

321
,

3
baеА  следующим образом: для Zz : 

  ez  , если tz 3 ,   az  , если ,13  tz    bz  , если Z    ttz ,23 . 

Докажите, что данное отображение будет гомоморфизмом группы Z на 

группу А3. Найдите ядро этого гомоморфизма. 

5. Даны группы    ,
1

C
n

MG  квадратных невырожденных матриц порядка 

1n  и   ,0

2
CG . Будет ли отображение  G1G2 гомоморфизмом, если: 

а) (A)=A; б) (A)=a11 (а11 – элемент 1-й строки и 1-го столбца матрицы А); 

в) (A)=1.  

Если  – гомоморфизм, найдите его ядро. Будет ли   изоморфизмом? 

6. Докажите, что отображение , заданное правилом   хх  , является гомо-

морфизмом мультипликативной группы R
-0

 на мультипликативную группу 

R
+
. Найдите ядро этого гомоморфизма. 

7. Докажите изоморфизм групп: 

а) 5Z и Z; б)   ,0
C  и  < 22,,,{ baba

ab

ba








 
R 0}, >; 

б)    ,1  и  <{0},+>;  

в) < aa
a

a
,,

0

0
{ R








0}>  и    ,0

R . 
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2.2. Задачи для организации самостоятельной работы студентов 

2.2.1. Алгебраическая бинарная операция, ее свойства. Полугруппа,  

моноид, группа 

1. Докажите, что бинарная операция на множестве R действительных чисел, 

задаваемая формулой   аob=(а+b)
2
, является коммутативной, но не ассоциа-

тивной. 

2. На множестве R действительных чисел операция задается формулой:  аob=b. 

Имеет ли R нейтральный элемент относительно этой операции? Будет ли эта 

операция ассоциативной? 

3. Пусть а и b – фиксированные рациональные числа. Покажите, что операция 

 , заданная формулой byaxyx  , где Qyx, , является алгебраической 

бинарной ассоциативной операцией на множестве Q. 

4. В множестве {1, 2, 3, 4, 5} рассматривается операция обычного вычитания. 

Составьте таблицу Кэли. Будет ли данная операция являться алгебраиче-

ской? 

5. В множестве, состоящим из элементов х1, х2, х3, х4, х5, х6, операция xiο xj за-

дана таблицей Кэли: 

 х1 х2 х3 х4 х5 х6 

х1 х2 - - х4 х5 х6 

х2 х2 х2 х5 х2 х1 - 

х3 - х3 х3 х3 х3 - 

х4 х1 х5 х2 х5 х1 х1 

х5 х5 х5 - х2 х3 х1 

х6 х6 х6 х2 - - х1 

Выясните, для каких хi определены оба результата (хiοxi)οхi и xiο(xiοxi). 

6. Можно ли построить такую таблицу Кэли для множества {z1, z2, z3, z4}, что-

бы  ziοzi было определено для всех zi, кроме z1, для которого z1οz1 не опреде-

лено, и чтобы ни (ziοzj)οzk, ни ziο(zjοzk)  не были определены ни для какой 

тройки zi, zj, zk (i, j, k=1, 2, 3, 4)? Найдите общий вид такой таблицы. 
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7. Определите, является ли алгебраической на множестве натуральных чисел 

операция  aοb=
2

)1()1(  bbaa
. 

8. Определите, является ли алгебраической на множестве натуральных чисел 

операция aοb=a
2
–2ab+b

2
? 

9. В множестве R
+
 задана операция нахождения среднего геометрического, т.е. 

для a, b R
+
 результат aοb всегда определен и равен арифметическому зна-

чению корня ba  . Выясните, какие из свойств имеют место: 1) коммута-

тивность, 2) ассоциативность, 3) наличие нейтрального и нейтрализующих 

элементов? 

10. Составьте таблицы для операции композиция на следующих группах враще-

ний (поворотов) плоскости, совмещающих с собой: 

а) правильный треугольник; 

б) квадрат; 

в) правильный пятиугольник; 

г) правильный шестиугольник. 

11. Пусть Р есть совокупность всех подмножеств некоторого непустого множе-

ства   (в частности, в Р включается и пустое множество). Выясните, какими 

свойствами: 1) коммутативность, 2) ассоциативность, 3) наличие нейтраль-

ного и нейтрализующих элементов обладает в Р операция а) объединения, б) 

пересечения, в) разность множеств. 

12. Пусть А – группоид с операцией  . Докажите, что: 

а) если Avu ,  – такие элементы, что для любого Aa  aau   и ava  , 

то vu  . 

б) если Avu ,  – такие элементы, что для любого Aa  uau   и vva  , 

то vu  . 

13. В мультипликативном моноиде М выбирается произвольный элемент t и 

вводится новая операция  : для Myx  ,   x t yyx  . Покажите, что 

 ,M  –  полугруппа и что обратимость элемента t в М – необходимое и 

достаточное условие, при выполнении которого  ,M  –  моноид с ней-

тральным элементом 1t . 

14. Покажите, что множество Z с операцией  : для Z yx,   xyyxyx   

является коммутативным моноидом. Что служит в  ,Z  нейтральным 

элементом? Найдите в  ,Z  все обратимые элементы. 

15. В множестве К, состоящем из восьми элементов: 1, -1, i, j, k, -i, -j, -k (здесь 

знак минус в данный момент не играет никакой другой роли, кроме того, что 
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служит различительным знаком при задании некоторых элементов), задана 

операция умножения при помощи таблицы: 

 1 -1 -i i -j j -k k 

1 1 -1 -i i -j j -k k 

-1 -1 1 i -i j -j k -k 

i i -i 1 -1 -k k j -j 

-i -i i -1 1 k -k -j j 

j j -j k -k 1 -1 -i i 

-j -j j -k k -1 1 i -i 

k k -k -j j i -i 1 -1 

-k -k k j -j -i i -1 1 

Докажите, что К является группой.  

16. Пусть G – множество всевозможных троек целых чисел вида (k1, k2, 1) и (k1, 

k2,, -1). В G определена операция умножения по правилу: 

(k1, k2,, 1)(l1, l2,,  )=(k1 + l1, k2 + l2,  ), 

(k1, k2,, -1)(l1, l2,,  )=(k1 + l2,, k2 + l1, - ), 

где 1 . 

Докажите, что G является группой. 

17. Докажите, что если а
2
=е для любого элемента а из группы G, то эта группа 

абелева. 

18. Определите, является ли множество функций 


















x
f

x

x
f

x

x
fxf

x
fxfF

1

1
,

1
,

1
,1,

1
,

543210
, заданных на R

-0
, 

группой относительно операции последовательного выполнения преобразо-

ваний над переменной х, определяемых этими функциями. Составьте табли-

цу Кэли. 

19. Покажите, что множество иррациональностей вида 3ba  , Qba, , 

022 ba , образует мультипликативную группу. 

20. Проверьте, что множество К кватернионов 1, i, j, k с операцией умножения, 

заданной по правилам: 

i
2
=-1, j

2
=-1, k

2
=-1, ij=k, jk=i, ki=j, ji=-k, kj=-i, ik=-j,  
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образует группу. Запишите эту группу с помощью таблицы Кэли. 

21.  Докажите, что всякая группа с четырьмя или меньшим числом элементов 

абелева. 

 

2.2.2. Подгруппа группы. Порядок элемента группы, циклические    

подгруппы, циклические группы 

1. Докажите, что если все элементы множества Н группы G имеют конечные 

порядки и произведение двух любых элементов из Н снова лежит в Н, то Н 

будет подгруппой группы G. 

2. Пусть А – непустое подмножество мультипликативной группы G. Докажите, 

что множество  AaaAGaH  |  – подгруппа группы G. 

3. Пусть GH    и GK   . Докажите, что множество  HyKxxyKH  ,|  

будет подгруппой группы G тогда и только тогда, когда HKKH  . 

4. Найдите все подгруппы группы К (см. задачу 15 § 2.1.1). 

5. Докажите, что всякая группа 3-го порядка является циклической. 

6. Докажите, что группа подстановок третьей степени не является цикличе-

ской. 

7. Докажите, что для любых двух элементов g1 и g2 группы G порядки под-

групп <g1g2> и <g2g1> равны. 

8. Докажите, что для любых элементов a, b, c группы G элементы abc, bca и 

cab имеют одинаковый порядок. 

9. Докажите, что элементы а и а
-1

 группы G имеют одинаковые порядки. 

10. Докажите, что для любых элементов a и b группы G элементы a и b
-1

ab име-

ют одинаковые порядки. 

11. Докажите, что если порядок элемента а группы G равен n, то порядок степе-

ни а
k  

тогда равен n, когда (n,k)=1. 
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12. В мультипликативной группе невырожденных квадратных матриц второго 

порядка с рациональными элементами найдите порядки элементов x, y, tx  , 

zy  , ty  , где ,
10

11








x  ,

20

01








y  ,

10

02








z   










00

02
t . 

13. В мультипликативной группе невырожденных квадратных матриц второго 

порядка с комплексными элементами определите порядки следующих эле-

ментов: 










10

01
, 









 i

i

0

0
, 













ii

ii

231

2232
, 









11

12
. 

14. Найдите все подгруппы циклической группы порядка 24. 

15. Пусть х – элемент бесконечного порядка некоторой группы. Докажите, что 

при любых целых числах nm имеет место x
n
 x

m
. 

16. Пусть n – порядок конечной группы G. Докажите, что eg n   для любого 

Gg . 

17. Найдите все подгруппы группы G порядка 8, все элементы которой, кроме 

единицы е, имеют порядок 2. 

18. В аддитивной группе целых чисел постройте циклическую подгруппу, по-

рожденную числом 3. 

19. В мультипликативной группе S4 постройте циклическую подгруппу, порож-

денную элементом 









3412

4321
a . Определите порядок этой подгруппы. 

2.2.3. Смежные классы, нормальный делитель, факторгруппа 

1. Найдите левые смежные классы мультипликативной группы комплексных 

чисел по подгруппе положительных действительных чисел. Что геометриче-

ски представляет собой каждый класс? Будет ли данная подгруппа нормаль-

ным делителем? 
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2. Найдите левые смежные классы мультипликативной группы комплексных 

чисел, отличных от нуля, по подгруппе положительных действительных чи-

сел. Что геометрически представляет собой каждый класс? Будет ли данная 

подгруппа нормальным делителем? 

3. Докажите, что каждая подгруппа индекса 2 нормальна. 

4. Докажите, что GH    тогда и только тогда, когда при любом Ga  

HHaa 1 . 

5. Найдите факторгруппу аддитивной группы целых чисел, кратных 4, по под-

группе чисел, кратных 24. 

6. Пусть L –левый смежный класс группы G по подгруппе Н. Докажите, что 

 LggR   |1   – правый смежный класс группы G по подгруппе Н. 

7. Докажите, что если произведение любых двух левых смежных классов груп-

пы G по подгруппе Н является левым смежным классом, то GH   . 

8. Найдите смежные классы группы  R,RG  по подгруппе 

  R rrH |0,  и по подгруппе   R rrK |,0 . 

9. Докажите, что если GH   ,  Gyx ,  и Hxy , то и Hyx . 

10. Докажите, что если GH   , К – произвольная подгруппа группы G, то  

HKKH   и множество GKH  . 

11. Докажите, что если GH   , GK    и  eHK  , то  yxxy   для Kx  и 

Hy . 

12. Докажите, что если GH   , GK   , то GKH    и GHK   . 

13. Задано множество G квадратных матриц второго порядка, имеющих вид: 




























44332211

43

21

43

21
,,,| GgGgGgGg

gg

gg

GG

GG
G , и подмножество 

Н, устроенное по тому же принципу (то есть некоторое множество матриц вто-

рого порядка). 

Покажите, что: 

а) G – мультипликативная группа; б) Н – нормальный делитель группы G. 
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Постройте факторгруппу 
H

G . 

1) 


















0

0

R

RR

0
G , 

















 0-

Ra
a

a
H |

0

0
; 26) 















0-

-0

C

CR

0
G , 










4

2

K

CС

0
H ; 
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

















0

0

R

RR

0
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









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
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0

CC

R 0
G , 










0

0

RC

С2
H ; 

15) 


















0

0

CC

R 0
G , 

















nСC

R 0
H ; 40) 



















0

0

RR

R 0
G , 











RR

С2 0
H ; 

16) 









4

4

K

CK

0
G , 



















R

CR

0
H ; 41) 










4

4

K

CK

0
G , 










4

4

С

CС

0
H ; 
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17) 









4

4

K

CK

0
G , 










0-

4

R

CС

0
H ; 42) 










4

4

K

CK

0
G , 



















R

CR

0

0

H ; 

18) 









4

4

KC

K 0
G , 

















4СC

R 0
H ; 43) 










4

4

KC

K 0
G , 











RC

С4 0
H ; 

19) 









4

4

KC

K 0
G , 

















0-
RC

R 00

H ; 44) 









0

4

C

CK

0
G , 



















R

CR

0
H ; 

20) 









0

4

C

CK

0
G , 

















nС

CR

0

0

H ; 45) 









0

4

C

CK

0
G , 










00 R

CС4
H ; 

21) 









0

4

C

CK

0
G , 

















0-
R

CR

0

0

H ; 46) 









0

4

C

CK

0
G , 



















R

CR

0

0

H ; 

22) 














4

-0

KC

C 0
G , 










4СC

U 0
H ; 47) 















4

-0

KC

C 0
G , 











RC

U 0
H ; 

23) 














0

-0

R

CR

0
G , 










2

2

С

CС

0
H ; 48) 















UC

R
-0 0

G , 









n

2

СC

С 0
H ; 

24) 









0
R

CU

0
G , 











R

CСn

0
H ; 49) 















U

CR
-0

0
G , 










n

2

С

CС

0
H ; 

25) 
















4

0

K

CC

0
G , 











R

CСn

0
H ; 50) 










4KC

U 0
G , 










2

n

СC

С 0
H . 

 

2.2.4. Гомоморфизм, изоморфизм групп 

1. Покажите, что алгебра положительных чисел с операцией сложения неизо-

морфна алгебре неотрицательных чисел с операцией сложения. 

2. Докажите, что отображение любой группы G на одноэлементную группу G' 

сохраняет операцию, то есть является гомоморфизмом.  

3. Пусть g0 – некоторый элемент группы G. Поставим в соответствие каждому 

элементу g∈G снова элемент из G, равный gg0: ggg0. Покажите, что это 

соответствие задает взаимно однозначное отображение группы G на себя. 

Покажите также, что если элемент g0 отличен от единицы группы G, то дан-

ное отображение не будет гомоморфизмом.  
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4. Докажите, что если каждому элементу g группы G поставить в соответствие 

элемент g0
-1

gg0  (g0 – фиксированный элемент из G), то получится изоморф-

ное отображение группы G на себя. 

5. В множестве   ,,,,
1
M  операция   определена таблицей Кэли: 

  α β γ δ ε 

α α α α α α 

β α β γ α ε 

γ α γ β β ε 

δ δ δ δ δ δ 

ε ε ε ε ε ε 

На множестве  1,0,1
2

M  рассматривается операция умножения. 

Существуют ли подмножества множества М1, которые относительно опе-

рации, определяемой вышеприведенной таблицей, изоморфны М2? Каково 

число таких подмножеств? 

6. В множестве MM2(R), состоящем из всех матриц вида 








10

1 x
, где Rx , 

рассматривается операция умножения матриц. Докажите, что относительно 

этой операции М изоморфно аддитивной группе действительных чисел.  

7. Пусть  0|
1

 xZxM , на котором определена операция умножения, 

 1;0
2

 M . Докажите, что отображение φ множества М1 на М2, согласно ко-

торому φ(1)=1, φ(n)=0 )1( n , является гомоморфизмом.  

8. Пусть М – множество всех ненулевых многочленов с комплексными коэф-

фициентами, рассматриваемое относительно операции умножения много-

членов, С – множество комплексных чисел с операцией умножения. Для ни-

жеследующих отображений φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6 множества М в С выясните, 

какие из них будут гомоморфизмами: 

f(x)=a0x
n
+a1x

n-1
+…+an-1x+an (a0  0), 
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1) φ1(f(x))=a0; 

2) φ2(f(x))= 0a  (где  0a - комплексное число, сопряженное с 
0

а ); 

3) φ3(f(x))=a0+a1+…+an-1+an; 

4)  φ4(f(x))=a0+an; 

5) φ5(f(x))=
n

a ; 

6) φ6(f(x))=c
n
 (где с – произвольное отличное от нуля действительное 

число). 

9. Докажите, что изоморфны между собой: 1)  ,Z ; 2)  ,2Z ;  

3)  ,Zn ; 4)     ,,1,0,| ZR naaan .  

10. Докажите, что группа   ,R  изоморфна группе  ,R . 

11. Докажите, что группа   ,Q  не изоморфна группе  ,Q . 

12. Докажите, что существуют лишь две неизоморфные группы 4-го порядка и 

что обе они абелевы. 

13. Дана группа    ,1 . Проверьте, что на эту группу второго порядка гомо-

морфно отображаются: 

а) аддитивная группа целых чисел; 

б) мультипликативная группа действительных чисел. 

14.  Докажите изоморфизм между аддитивной группой комплексных чисел и 

аддитивной группой векторов плоскости. 

15.  Докажите, что мультипликативная группа комплексных чисел изоморфна 

мультипликативной группе действительных невырожденных матриц вида 










 ab

ba
. 

16.  Докажите, что мультипликативная группа Q
+
 гомоморфна аддитивной 

группе Z
+
. 

17. Докажите, что аддитивная группа Q неизоморфна мультипликативной груп-

пе Q. 
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2.3. Индивидуальные задания для студентов 

Вариант 1 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

}1,1{   M , где для Mba  ,  baba  . Если да, то определите, какими 

свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество   }0,,|,{  ababaM R , на котором операция 

умножения задана правилом:      badacdcba  ,,, , образует мультипли-

кативную группу.  

3. Постройте циклическую подгруппу Н группы подстановок  ,
4

SG , по-

рожденную элементом 









1432

4321
a , и смежные классы Hb  и bH , где 











4123

4321
b . 

4. Докажите, что множество 
















 0|

0

0
Ra

a

a
M  образует мультипликатив-

ную группу, и что эта группа изоморфна мультипликативной группе дейст-

вительных чисел. 

5. Докажите, что множество векторов плоскости, выходящих из начала коор-

динат, образует аддитивную группу, а множество векторов, лежащих на оси 

ординат – подгруппу этой группы. Найдите смежные классы группы по этой 

подгруппе. 

6. Выясните, является ли подмножество  Z ttH |6  нормальным делителем 

группы    ,|2 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , 

составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой 

элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7.  Дана группа  ,ZG .  Z ttH |6 , GH  . Найдите множество всех 

элементов группы G, находящихся в отношении   с числом 5a  относи-

тельно подгруппы Н. 

Вариант 2 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве RRM , 

где для     Mdcba  ,,,        cadcba ,,,  . Если да, то оп-

ределите, какими свойствами она обладает. 
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2. Докажите, что множество }0,,|3{ 22  bababaM Q , образует муль-

типликативную группу.  

Образует ли множество }0,,|3{ 22  bababaH Z  подгруппу этой 

группы? 

3. Постройте циклическую подгруппу Н группы подстановок  ,
4

SG , по-

рожденную элементом 









3214

4321
a ,  и смежный класс Hb , где 











1423

4321
b . Укажите a . 

4. Докажите, что множество   }0,,|,{ 22  bababaM Q , на котором опера-

ция умножения задана правилом:      bcadbdacdcba  ,2,, ,  образует 

мультипликативную группу, и что эта группа изоморфна мультипликатив-

ной группе  
















 0,,|

2

22 baba
ab

ba
G Q . 

5. Докажите, что подмножество  Z ttH |15  – нормальный делитель груп-

пы    ,|3 ZttG . Разложите группу G  по подгруппе Н. 

6.  Постройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фак-

торгруппы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента – ему проти-

воположный, где G – аддитивная группа целых чисел, нормальный делитель 

 Z ttH |3 . 

7. Даны группа  ,
3

SG  и ее подгруппа   
145

,, aaaH  . 

Найдите множество элементов группы G, находящихся в отношении   с 

элементом 
2

a . 

Вариант 3 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве С , где для 

С ba,  сba  , где с – корень уравнения 0bax . Если да, то опреде-

лите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 
















 0,,,,| Adcba

dc

ba
AG R , образует 

мультипликативную группу.  

Образует ли подмножество 
















 0|

0

0
Ra

a

a
AH  подгруппу этой 

группы? 
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3. Найдите порядок элемента 
4

1423

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н группы подстановок  ,
4

SG , порожденную элементом а, и 

левый смежный класс bH , где 









3214

4321
b . 

4. Докажите, что множество   },|,{ Q babaM , на котором операция сложе-

ния задана правилом:      dbcadcba  ,,, ,  образует аддитивную груп-

пу, и что эта группа гомоморфна аддитивной группе диагональных матриц 

















 Qba

b

a
G ,|

0

0
. 

5. Даны группа  ,ZG  и ее подгруппа  Z ttH |6 . Находятся ли эле-

менты а и b в отношении  , если: 1) 35a , 72b , 2) 48a , 12b , 3) 

35a , 7b . 

6.  Выясните, является ли подмножество  Z ttH |9  нормальным делителем 

группы    ,|3 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , 

составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой 

элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7. Даны группа  ,
3

SG и ее подгруппа   
145

,, aaaH  . 

Находятся ли элементы 1) 
1

a ,
2

a ; 2) 
2

a ,
3

a ; 3) 
6

a ,
4

a  в отношении  ? 

Вариант 4 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  ZZ 2,,|,,  M , где для 

    Mba 
222111

,,,,,            

     
212121222111

,,,,,,  ba . Если да, то опре-

делите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество квадратных невырожденных матриц n-го порядка 

с действительными элементами образует мультипликативную группу. Обра-

зует ли подмножество квадратных невырожденных матриц n-го порядка с 

целыми элементами подгруппу этой группы? 

3. Найдите порядок элемента 
34

Sa  , постройте циклическую подгруппу Н 

группы подстановок  ,
3

SG , порожденную элементом 
4

a , и смежные 

классы Ha
6

 и 
6

Ha . 
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4. Докажите, что отображение  ,,: 33
RR , при котором для 

  3

321
,, R aaax     

31
,0, aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Дана группа   ,0
QG . Докажите, что подмножество  Z kH k |2  яв-

ляется подгруппой группы G. Постройте смежные классы bH  и Hb , где 

5

1
b . 

6.  Выясните, является ли подмножество  Z ttH |18  нормальным делите-

лем группы    ,|3 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 

H
G , составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нуле-

вой элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7. Даны группа  ,
4

SG  и ее подгруппа   aeH , , где 









4321

4321
e , 











3412

4321
a . 

Находятся ли элементы 1) 








2413

4321
 и 









2134

4321
, 2) 









3412

4321
 и 










3124

4321
, 3) 









4321

4321
 и 









3412

4321
 в отношении  ? 

Вариант 5 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  12,|0,,  ZZ M , где для 

    Mba  0,,,0,,
2211

  

     0,1,0,,0,,
21212211
 ba . Если да, то опре-

делите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 
















 Zba

ba
G ,|

00
 образует аддитивную груп-

пу.  

Образуют ли подмножества 
















 Za

a
H |

0

00
1

  и 
















 Zb

b
H |

0

00
2

 

подгруппы этой группы? 
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3. Найдите порядок элемента 
2

  мультипликативной группы С8. Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом и смежный класс 

H
3
 . 

4. Пусть }|2{ Z kM k . Докажите, что отображение  ,,: MZ , при 

котором для Za    aa 2 , является изоморфизмом. 

5. Докажите, что  
21

,ааH   – подгруппа группы  ,
3

SG . Постройте смеж-

ные классы 
4

Ha  и Ha
4

. 

6.  Выясните, является ли подмножество  Z ttH |10  нормальным делите-

лем группы    ,|5 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 

H
G , составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нуле-

вой элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |8  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 146  и 82  , 2) 97 и 161 , 3) 28  и 67 в отношении 

 ? 

Вариант 6 

1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 
















 NZ ba

ba
M ,|

00
. Если да, то определите, какими свойст-

вами она обладает. 

2. На множестве },,,{ dcbaM   операция умножения задана таблицей: 

  a b c d 

a d c b a 

b c d a b 

c b a d c 

d a b c d 

Докажите, что  ,M  – группа. Найдите все подгруппы этой группы.  

3. Найдите порядок элемента 
34

Sa  . Постройте циклическую подгруппу Н, 

порожденную этим элементом, и смежные классы 
5

Ha  и Ha
5

. 

4. Докажите, что отображение  ,,: 23
RR , при котором для 

  3

321
,, R aaax     

31
,aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что  
6420

,,, H  – подгруппа группы  ,
8

СG . 
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6.  Докажите, что множество  Z ttG |2  образует аддитивную группу. Вы-

ясните, является ли подмножество  Z ttH |4  нормальным делителем 

данной группы. Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , составьте 

таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой элемент и для 

каждого элемента – ему противоположный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |3  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 68  и 32  , 2) 35 и 58  , 3) 213 и 27 в отноше-

нии  ? 

Вариант 7 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  ZZ 2,|1,,  M , где для 

    Mba  1,,,1,,
2211

  

     1,2,1,,1,,
21212211
 ba . Если да, то опре-

делите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 


















 Zba

ab

ba
K ,|  образует аддитивную 

группу. Образует ли подмножество 


















 Z3,| ba

ab

ba
H   подгруппу 

этой группы? 

3. Найдите порядок элемента 
4

2134

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н группы подстановок  ,
4

SG , порожденную элементом а, и 

смежный класс bH , где 









2431

4321
b . 

4. Пусть },|{ R babaxM .  

Докажите, что отображение  ,,: RM , при котором для M , 

где bax  ,   b , является гомоморфизмом. Найдите ядро этого го-

моморфизма. 

5. Докажите, что подмножество  
145

,, aaaH   – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте смежные классы 
3

Ha  и Ha
2

. 

6.  Докажите, что    ,|5 ZttG  – группа. Выясните, является ли подмно-

жество  Z ttH |20  нормальным делителем группы G. Если является, то 
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постройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фак-

торгруппы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противо-

положный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |4  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 67  и 12  , 2) 32 и 52  , 3) 211 и 27  в отно-

шении  ? 

Вариант 8 

1. Является ли операция сложения алгебраической бинарной на множестве 

}0,1,1{     M . Если да, то определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 
















 Zba

ab

ba
M ,|  образует аддитивную 

группу. Образует ли подмножество 
















 Z2,| ba

ab

ba
H   подгруппу этой 

группы? 

3. Найдите порядок элемента 
4

  мультипликативной группы 
12

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом, и смежный класс 

H
5
 . 

4. Докажите, что отображение  ,,: 24
RR , при котором для 

  4

4321
,,, R aaaax     

31
,aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что подмножество  
12

,aaH   – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте левый смежный класс Ha
4

. 

6. Дана группа    ,|4 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |8  нормальным делителем группы G. Если является, то построй-

те факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов факторгруп-

пы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противополож-

ный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |7  –  ее подгруппа. 

Найдите множество чисел, находящихся в отношении   с числом 4a  от-

носительно подгруппы Н. 

Вариант 9 

1. Является ли операция умножения алгебраической бинарной на множестве 

}0,1,1{     M . Если да, то определите, какими свойствами она обладает. 



67 

 

2. Докажите, что множество 















 
 Qba

ab

ba
M ,|

2
 образует аддитивную 

группу. Образует ли подмножество 
















 Qa

a

a
H |

0

0
 подгруппу этой 

группы? 

3. Найдите порядок элемента 
4

2143

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежный класс bH , где 











2341

4321
b . 

4. Пусть  ,MG  – аддитивная группа, где 


















 Zba

ab

ba
M ,| . Дока-

жите, что отображение GG : , при котором для M
ab

ba
A 










 , 

  









a

a
A

0

0
 , является гомоморфизмом. Найдите ядро этого гомоморфиз-

ма. 

5. Докажите, что подмножество  1,1H  образует подгруппу мультиплика-

тивной группы действительных чисел. Постройте смежный класс aH , где 

5a . 

6. Дана группа    ,|2 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |12  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |7  –  ее подгруппа. 

Находятся ли числа а) 61  и 32 , б) 40 и 58 , в) 14 и 27 в бинарном отно-

шении  ? 

Вариант 10 

1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 
















 12,2|

00
ZZ ba

ba
M . Если да, то определите, какими 

свойствами она обладает. 
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2. Докажите, что множество   }0,,|,{ 22  bababaM Q , на котором опера-

ция умножения задана правилом:      bcadbdacdcba  ,3,, , образует 

мультипликативную группу.  

3. Найдите порядок элемента 
3

  мультипликативной группы 
12

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом, и смежный класс 

H
6
 . 

4. Докажите, что отображение  ,,: 24
RR , при котором для 

  4

4321
,,, R aaaax     

32
,aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что подмножество  
31

,aaH    – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте смежный класс Ha
4

. 

6. Выясните, является ли подмножество  Z ttH |15  нормальным делите-

лем группы    ,|5 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 

H
G , составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нуле-

вой элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7.   ,ZG ,  Z ttH |6 , GH  . Найдите множество всех элементов 

группы G, находящихся в отношении   с числом 3a  относительно под-

группы Н. 

Вариант 11 

1. Является ли операция умножения алгебраической бинарной на множестве 

}2,12|7{ ZZ  babaM . Если да, то определите, какими свойствами 

она обладает. 

2. Является ли множество Н всех мнимых чисел подгруппой а) аддитивной, б) 

мультипликативной группы комплексных чисел? 

3. Найдите порядок элемента 
4

3142

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежный класс Hb , где 











1234

4321
b . 

4. Пусть }|3{ Z kM k . Докажите, что отображение  ,,: MZ , при 

котором для Za    aa 3 , является изоморфизмом. 
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5. Докажите, что множество   Z aаH |0,  образует подгруппу группы 

   },,|,{ ZbabaG , где операция сложения задана правилом: 

     dbcadcba  ,,, . Постройте смежный класс H , где  1,1 . 

6. Дана группа    ,|5 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |25  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G . 

7.  ,
3

SG ,  
12

,aaH   – подгруппа группы G. Находятся ли элементы 1) 
1

a  

и 
4

a  , 2) 
2

a  и 
5

a  в отношении  ? 

Вариант 12 

1. Является ли операция умножения подстановок алгебраической бинарной на 

множестве 
4321

4132

4321
,

4213

4321
,

4321

4321
SaaaK 



































 . 

Если да, то определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество квадратных невырожденных матриц n-го порядка 

с действительными элементами образует мультипликативную группу. Обра-

зует ли подмножество квадратных невырожденных матриц n-го порядка с 

действительными элементами, определители которых равны 1, подгруппу 

этой группы? 

3. Найдите порядок элемента 
4

2413

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а. Чему равен порядок этой группы? 

4. Пусть G – мультипликативная абелева группа. Докажите, что отображение 

GG : , при котором для Gx    1 xx , является изоморфизмом 

группы G на себя. 

5. Докажите, что множество  Z ttH |5  является подгруппой аддитивной 

группы целых чисел. Постройте левый смежный класс H 7 . Разложите 

группу  ,Z  по подгруппе Н. 

6.  Выясните, является ли подмножество  Z ttH |6  нормальным делителем 

группы    ,|3 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , 

составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой 

элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7.  ,
3

SG ,  
12

,aaH  , GH  . Найдите множество всех элементов группы 

G, находящихся в отношении   с элементом 
4

a  относительно подгруппы Н. 
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Вариант 13 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  ZZ 2,,|,,  M ,  

где для     Mba 
222111

,,,,,   

    









21

21

21222111
,

2
,,,,, 


ba . Если да, то 

определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 
















 Zba

ba
M ,|

00
 образует аддитивную 

группу. Найдите какие-либо подгруппы этой группы, отличные от М и нуле-

вой подгруппы. Постройте циклическую подгруппу, порожденную элемен-

том 






 


00

52
A . 

3. Найдите порядок элемента 
4

  мультипликативной группы 
12

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом. 

4. Пусть а и b – действительные числа. Рассматривается множество линейных 

функций }|{ R хbaxM . Докажите, что отображение 

 ,,: RM , при котором для M , где bax  ,   a , 

является гомоморфизмом. Найдите ядро этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что подмножество   R
3131

,|,0, aaaaH  образует подгруппу 

группы  ,3
R . Постройте смежный класс Hx  , где  4,1,3 x . 

6. Дана группа    ,|2 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |8  нормальным делителем группы G. Если является, то построй-

те факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов факторгруп-

пы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противополож-

ный. 

7.  ,
3

SG ,  
12

,aaH   – подгруппа группы G. Находятся ли элементы 1) 
1

a  

и 
3

a  , 2) 
5

a  и 
4

a , 3) 
3

a  и 
4

a  в отношении  ? 

Вариант 14 

1. Является ли операция вычитания алгебраической бинарной на множестве 

}4,3,2,1,0,1,2,3,4{              M . Если да, то определите, какими свойства-

ми она обладает. 

2. Найдите все подгруппы мультипликативной группы 
8

С . 



71 

 

3. Найдите порядок элемента 
4

2431

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежные классы Hb  и bH , где 











2134

4321
b . 

4. Пусть   },|, Z babaM  и операция сложения задана правилом: 

     dbcadcba  ,,, . Докажите, что  ,M  – группа, и что она изо-

морфна аддитивной группе диагональных матриц  ,
2

Z , где 

















 Zba

b

a
Z ,|

0

0
2

. 

5. Докажите, что подмножество  
12

,aaH   – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте смежные классы Ha
4

 и 
4

Ha . 

6.  Выясните, является ли подмножество  Z ttH |12  нормальным делите-

лем группы    ,|3 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 

H
G , составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нуле-

вой элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

7. Дана группа  ,ZG .  Z ttH |6 , GH  . Находятся ли числа а) 37 и 

28 , б) 105 и 39, в) 76  и 43  в бинарном отношении  ? 

Вариант 15 

1. Является ли операция матричного умножения алгебраической бинарной на 

множестве 
















 Z2|

10

1
a

a
M . Если да, то определите, какими свойства-

ми она обладает. 

2. Докажите, что множество М линейных функций вида bax  , где Rba, , 

образуют аддитивную группу. Докажите, что множество }|{ R aaxH  об-

разует подгруппу этой группы. 

3. Найдите порядок элемента 
2

  мультипликативной группы 
6

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом и смежный класс 

H
3
 . 

4. Докажите, что множество }|5{ Z kM k  образует мультипликативную 

группу. Докажите, что отображение  ,,: MZ , при котором для 

Za    aa 5 , является изоморфизмом. 
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5. Докажите, что множество  Z ttH |7  является подгруппой аддитивной 

группы целых чисел. Постройте левый смежный класс H3 .  

6. Дана группа    ,|2 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |10  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Дана группа  ,
3

SG .  
31

,aaH  , GH  . Находятся ли элементы 1) 
3

a  и 

4
a , 2) 

5
a  и 

6
a , 3) 

2
a  и 

4
a  в отношении  ? 

Вариант 16 

1. Является ли операция нахождения наибольшего общего делителя двух чисел 

алгебраической бинарной на множестве нечетных натуральных чисел? Если 

да, то определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество 
















 Zba

ab

ba
M ,|  образует аддитивную 

группу, а подмножество 
















 ZZ 3,2| ba

ab

ba
H  – подгруппа этой 

группы. 

3. Найдите порядок элемента 
4

  мультипликативной группы 
12

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом, и смежный класс 

H
7
 . 

4. Докажите, что отображение  ,,: 24
RR , при котором для 

  4

4321
,,, R aaaax     

42
,aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что подмножество  
12

,aaH    – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте смежные классы Ha
5

 и 
5

Ha . 

6. Дана группа    ,|4 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |12  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Даны мультипликативная группа 
12

СG   и   
840

,, H  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 
7

  и 
3

 , 2) 
2

  и 
5

 , 3) 
11
  и 

7
  в отношении  ? 
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Вариант 17 

1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 


















 Za

a
M |

10

1
. Если да, то определите, какими свойствами 

она обладает. 

2. Докажите, что множество }|2{ Z kM k  образует мультипликативную 

группу. Найдите какую-либо подгруппу этой группы, отличную от единич-

ной и самой группы.  

3. Найдите порядок элемента 
4

3214

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежные классы Hb  и bH , где 











3241

4321
b . 

4. Докажите, что подмножество    1H  образует подгруппу мультипликатив-

ной группы действительных чисел, постройте левый смежный класс H3 . 

5. Докажите, что отображение   ,,: RR , при котором для  Rx  

  xx lg , является изоморфизмом. 

6.  Докажите, что множество  Z ttG |4  образует аддитивную группу. Вы-

ясните, является ли подмножество  Z ttH |16  нормальным делителем 

данной группы. Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , составьте 

таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой элемент и для 

каждого элемента – ему противоположный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |7  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 22 и 48  , 2) 37  и 26 , 3) 125 и 55 в отношении 

 ? 

Вариант 18 

1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 

































 Z
23131223

1312

,,|

100

10

1

aaaa

aa

M . Если да, то определите, какими 

свойствами она обладает. 

2. Докажите, что   ,0
C  – абелева группа, а подмножество },,1,1{ iiH   – 

подгруппа этой группы. 
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3. Найдите порядок элемента 
4

  мультипликативной группы 
12

С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом, и смежный класс 

9
H . 

4. Докажите, что отображение  ,,: 32
RR , при котором для 

  2

21
, R aax     

21
,0, aax  , является гомоморфизмом. Найдите ядро 

этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что подмножество  
21

,aaH  , где 









4321

4321
1

a , 











3412

4321
2

a   – подгруппа группы  ,
4

SG . Постройте смежные 

классы bH  и Hb , где 









2134

4321
b . 

6. Дана группа    ,|4 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |20  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Дана группа  ,
3

SG .  
145

,, aaaH  , GH  . Находятся ли элементы 

1)
3

a ,
4

a , 2)
6

a ,
2

a , 3)
3

a , 
2

a  в отношении  ? 

Вариант 19 

1. Является ли операция умножения алгебраической бинарной на множестве 

}12,2|2{  ZZ babaM . Если да, то определите, какими свойствами 

она обладает. 

2. Образует ли мультипликативную группу а) множество квадратных невыро-

жденных матриц n-го порядка с целыми элементами; б) множество квадрат-

ных невырожденных матриц n-го порядка с целыми элементами, определи-

тель которых равен 1.  

3. Найдите порядок элемента 
4

2341

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежные классы Hb  и bH , где 











2143

4321
b . 
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4. Докажите, что отображение  ,,: ZZ , при котором для Zx  

  xx  , является изоморфизмом. 

5. Докажите, что подмножество  
12

,aaH   – подгруппа группы  ,
3

SG . 

Постройте левостороннее разложение группы G по подгруппе Н. 

6.  Докажите, что множество  Z ttG |7  образует аддитивную группу. Вы-

ясните, является ли подмножество  Z ttH |21  нормальным делителем 

данной группы. Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , составьте 

таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой элемент и для 

каждого элемента – ему противоположный. 

7. Пусть G  – аддитивная группа целых чисел,   Z ttH |5  –  ее подгруппа. 

Находятся ли элементы 1) 27 и 48  , 2) 85  и 17 , 3) 13  и 82 в отношении 

 ? 

Вариант 20 

1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 

































 Z
323121

3231

21
,,|

1

01

001

aaa

aa

aM . Если да, то определите, какими 

свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество }0,,|5{ 22  bababaM Q , образует муль-

типликативную группу.  

Образует ли множество }0,,|5{ 22   bababaH Q  подгруппу этой 

группы?  

3. Найдите порядок элемента 
4

4132

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежный класс bH , где 











2134

4321
b . 

4. Является ли отображение  ,3,: ZZ , при котором для Zx  

  xx 3 , изоморфизмом? 

5. Докажите, что множество   Z aaH |,0  образует подгруппу группы 

   },,|,{ ZbabaG , где операция сложения задана правилом: 

     dbcadcba  ,,, . Постройте левый смежный класс H , где 

 4,2 . 
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6.  Докажите, что множество  Z ttG |10  образует аддитивную группу. Вы-

ясните, является ли подмножество  Z ttН |30  нормальным делителем 

данной группы. Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , составьте 

таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой элемент и для 

каждого элемента – ему противоположный. 

7. Дана группа   ,0
RG . 0 QH , GH  . Найдите множество действитель-

ных чисел, находящихся в отношении   с числом 32a . 

Вариант 21 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  QZN   ,,|,,M , где для 

    Mba 
222111

,,,,, 

     
212121222111

,,,,,,  ba . Если да, то 

определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество  
3210

,,, ggggG  , состоящее из подстановок 











4321

4321
0

g , 









1432

4321
1

g , 









2143

4321
2

g , 











3214

4321
3

g  образует мультипликативную абелеву группу. Составьте 

таблицу умножения элементов группы. Выпишите все подгруппы этой груп-

пы.  

3. Найдите порядок элемента 
4

2314

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежные классы Hb  и bH , где 











3124

4321
b . 

4. Докажите, что отображение   ,,: 0
RR , при котором для 0 Rx  

  xx  , является гомоморфизмом. Найдите ядро этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что множество целых степеней числа 3 является подгруппой 

мультипликативной группы 0
Q . Является ли она циклической? Каков поря-

док элемента, порождающего эту группу? 

6. Дана группа    ,|8 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |24  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-
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группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Дана группа  ,3ZG .  Z ttH |9 , GH  . Найдите множество всех 

элементов группы G, находящихся в отношении   с числом 6a  относи-

тельно подгруппы Н. 

Вариант 22 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  CR   ,|,M , где для     Mba 
2211

,,,   

     iba
11222211

,,,   . Если да, то определите, какими 

свойствами она обладает. 

2. На множестве 0
Q  операция   задана следующим образом: для 0,  Qba  

2

ba
ba


 . Докажите, что 0

Q  относительно операции   образует группу. 

Является ли подгруппой этой группы 0
Z ?  

3. В аддитивной группе кольца классов вычетов по модулю 24 найдите поря-

док элемента 
3

Z . Постройте циклическую подгруппу Н, порожденную этим 

элементом, и смежный класс H
5

Z . 

4. Будет ли отображение  ,,: 4
RR , при котором для 

  4

4321
,,, R aaaax   

21
aax  , являться гомоморфизмом?  

5. Найдите порядок элемента 
6

615432

654321
Sa 








 . Постройте цикличе-

скую подгруппу Н группы 
6

S , порожденную этим элементом. 

6. Дана группа    ,|6 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |24  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Даны мультипликативная группа комплексных чисел и ее подгруппа  

}0,,|2{ 22  bababaH Q . Находятся ли элементы 1) 32  и 63 , 

2) 1 и 52 , 3) 23  и 32  в отношении  ? 

 

Вариант 23 
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1. Является ли операция умножения матриц алгебраической бинарной на мно-

жестве 















 


00

11
M . Если да, то определите, какими свойствами она об-

ладает. 

2. Докажите, что множество }0,,|7{ 22  bababaM Q , образует муль-

типликативную группу. Образует ли множество 

}0,,|7{ 22  bababaH Z  подгруппу этой группы?  

3. Найдите порядок элемента 
4

3412

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежные классы Hb  и bH , где 











2431

4321
b . 

4. Пусть  ,MG  – аддитивная группа, где 
















 Z




,,|

0
M . До-

кажите, что отображение  ,,: 3 MR , при котором для 

  3

321
,, R x    










3

21

0 


 x , является изоморфизмом. 

5. Докажите, что  
9630

,,, H  – подгруппа группы  ,
12

СG . 

6. Дана группа    ,|7 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |28  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Даны мультипликативная группа комплексных чисел и ее подгруппа – муль-

типликативная группа действительных чисел. Находятся ли элементы 1) 

5

2 i
 и i21 , 2) i31  и 

7

2i
, в отношении  ? 

Вариант 24 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

},,{
321

xxxM      , где 
321

xxx  , 
132

xxx  , 
231

xxx  , 
111

xxx  , 

222
xxx  , 

333
xxx  . Если да, то определите, какими свойствами она об-

ладает. 
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2. Докажите, что множество квадратных матриц второго порядка 

















 UCR

0- cba
c

ba
G ,,|

0
 образует мультипликативную группу.  

3. Найдите порядок элемента 
8
  мультипликативной группы 

12
С . Постройте 

циклическую подгруппу Н, порожденную этим элементом, и смежный класс 

2
H . 

4. Пусть  1;1   M . Докажите, что отображение   ,,: 0 MR , при ко-

тором для 0 Rx   









0,1

;0,1

xесли

xесли
x

  

  
 , является гомоморфизмом. Найди-

те ядро этого гомоморфизма. 

5. Докажите, что множество, состоящее из матриц 









10

01
e , 














10

01
a , 








 


01

10
b , 












01

10
c , является подгруппой мультипликативной группы 

невырожденных матриц второго порядка. Является ли эта подгруппа абеле-

вой? Циклической? Найдите все подгруппы этой группы. 

6. Докажите, что множество  Z ttG |9  образует аддитивную группу. Вы-

ясните, является ли подмножество  Z ttH |27  нормальным делителем 

данной группы. Если является, то постройте факторгруппу 
H

G , составьте 

таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нулевой элемент и для 

каждого элемента – ему противоположный. 

7. Даны аддитивная группа комплексных чисел и ее подгруппа – аддитивная 

группа действительных чисел. Находятся ли элементы 1) i32  и i33 , 2) 

i57  и i52 , 3) i22  и i22 , в отношении  ? 

Вариант 25 

1. Является ли операция нахождения наименьшего общего кратного двух  чи-

сел алгебраической бинарной на множестве четных натуральных чисел? Ес-

ли да, то определите, какими свойствами она обладает. 

2. Докажите, что множество квадратных матриц второго порядка 

















 0-0-

RCR cba
c

ba
G ,,|

0
 образует мультипликативную группу.  

3. В аддитивной группе кольца классов вычетов по модулю 15 найдите поря-

док элемента 
4

Z . Постройте циклическую подгруппу Н, порожденную этим 

элементом, и смежный класс H
7

Z . 
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4. Докажите, что множество 

































 0|

100

010

00

Ra

a

M  образует мультиплика-

тивную группу, и что эта группа изоморфна мультипликативной группе дей-

ствительных чисел. 

5. Докажите, что множество целых степеней числа 7 является подгруппой 

мультипликативной группы 0
R . Является ли она циклической? Каков поря-

док элемента, порождающего эту группу? 

6. Дана группа    ,|6 ZttG . Выясните, является ли подмножество 

 Z ttH |30  нормальным делителем группы G. Если является, то по-

стройте факторгруппу 
H

G , составьте таблицу сложения элементов фактор-

группы, укажите нулевой элемент и для каждого элемента  ему противопо-

ложный. 

7. Даны аддитивная группа комплексных чисел и ее подгруппа – аддитивная 

группа рациональных чисел. Находятся ли элементы 1) i2
3

2
  и i2

3

1
 , 2) 

i
9

7

3

52
  и i

9

7

3

52
 , 3) i

7

2
 и i

10

3
, в отношении  ? 

2.4. Пример оформления варианта индивидуальных заданий 

1. Является ли операция   алгебраической бинарной на множестве 

  Z Z  babaМ ,3|, , где для     Mdcba  ,,,    

    







 db

ac
dcba ,

3
,, . Если да, то определите, какими свойствами 

она обладает. 

Решение. 

Обозначим 







 db

ac
,

3
 . По определению операции  , результат 

  существует и определяется однозначно для любых M,  (в силу одно-

значности операций сложения и умножения целых чисел). Выясним, принадле-

жит ли   множеству М. 

Так как 3a  и 3c , то 9ac , поэтому 3
3


ac
 и Z3

3


ac
. Так как Zdb, , то 

Z db . Следовательно, M .  
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Итак, операция   является алгебраической бинарной на множестве М.  

Проверим, какими свойствами она обладает. 

1) Ассоциативность. Для       Mgfdcba  ,,,,,   

             



























 gdb

cf
a

gd
cf

bagfdcba ,
3

3,
3

,,,,  

 
 

 
 

 

  




































 gdb

f
ac

gdb
fac

gdb
cfa

,
3

3,
9

,
9

 

            







 gfdcbagfdb

ac
,,,,,

3
. 

2) Коммутативность. Для     Mdcba  ,,,   

         
















 badcbd

ca
db

ac
dcba ,,,

3
,

3
,, . 

3) Наличие нейтрального элемента. 

Будем искать его в виде  yx, . По определению, для   Mba  ,  

  , то есть  baby
xa

yb
ax

,,
3

,
3


















 . Откуда получаем, 

что 











.

;
33

bbyyb

a
xaax

 Находим, что элемент  0,3  является нейтральным. 

4) Нейтрализующие элементы. Для элемента   Mba  ,  будем искать 

нейтрализующий элемент в виде  yx,~  . По определению,   ~~ , 

то есть  0,3,
3

,
3


















 by

xa
yb

ax
. Откуда получаем, что 












.0

;3
33

byyb

xaax

 

Находим, что by  , а число 
a

x
9

 . Так как должно выполняться условие: 

Z3x , то нейтрализующие будут не у всех элементов   Mba  , , а только у 

пар вида  b,3 . 

2. Докажите, что множество Z образует группу относительно операции  , за-

данной формулой









.baba

baba
ba

ZZ   

ZZ   

,12если,

,,2если,
  
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Решение. 

Данная операция   является алгебраической бинарной на множестве Z, так 

как сложение и вычитание элементов из Z дает в результате элемент из Z. Ре-

зультат операции находится однозначно в силу однозначности сложения и вы-

читания целых чисел и того, что целое число не может быть одновременно чет-

ным и нечетным. 

Проверим выполнение аксиом группы. 

1) Ассоциативность. 

Проанализируем возможные случаи: 

а) если ZZ  cba ,2, , то  

   cbacba  ,      cbacbacba  ; 

б) если ZZZ  ,cba 12,2 , то  

   cbacba  ,      cbacbacba  ; 

в) если ZZZ  ,cba 2,12 , то  

      cbacbacba  ,     cbacba  ; 

г) если ZZ  cba ,12, , то  

      cbacbacba  ,     cbacba  . 

Итак, операция   является ассоциативной на множестве Z. 

2) Нейтральный элемент. 

Так как 0 – четное число, то aaa  00 . Если Z2a , aaa  00 . 

Если же 12  Za , то aaa  00 .  

Итак, aaa   00  для Za , то есть 0 является в Z нейтральным эле-

ментом относительно заданной операции. 

3) Нейтрализующие элементы. 

Для любого элемента Za  в Z существует нейтрализующий элемент: для 

четного а нейтрализующим будет число –а, так как     0 aaaa  ; для 

нечетного а нейтрализующим будет само число а, так как 0 аaаa  . 

Итак, Z является группой относительно заданной операции. 

3. Найдите порядок элемента 
4

4213

4321
Sa 








 , постройте циклическую 

подгруппу Н, порожденную элементом а, и смежный класс bH , где 











2341

4321
b . 

Решение. 

Находим: 
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


























4132

4321

4213

4321

4213

4321
2a ; 

ea 


























4321

4321

4213

4321

4132

4321
3 . Поэтому 3a . 

Циклическая подгруппа Н, порожденная элементом а, состоит из элементов: 





































4321

4321
,

4132

4321
,

4213

4321
2 eaaН . 

По теореме (см.§1.8), левый смежный класс bH , состоит из элементов 

 bebababН ,, 2 . 




























1243

4321

4213

4321

2341

4321
ba ; 




























3142

4321

4132

4321

2341

4321
2ba ; 




























2341

4321

2341

4321

2341

4321
be . 

Итак, 


































2341

4321
,

3142

4321
,

1243

4321
bН . 

4. Докажите, что множество целых четных чисел 2Z образует аддитивную 

группу, и что эта группа изоморфна мультипликативной группе целых сте-

пеней числа 2: }2{ zM  .  

Решение. 

Поскольку ZZ 2 , а множество целых чисел Z образует аддитивную груп-

пу, то достаточно показать, что множество целых четных чисел является под-

группой этой группы. Очевидно, что Z2 . Воспользуемся критерием под-

группы: 

1) Для любых Z2, ba  Z2ba , так как сумма целых четных чисел явля-

ется целым четным числом. 

2) Для любого Z2a  Z2a . 

Итак, множество целых четных чисел образует аддитивную группу. 

Зададим соответствие MZ2:  следующим образом: для Z2a  

  22
a

a  . 

Докажем, что   – изоморфизм.  
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1)  Покажем, что соответствие   является отображением. Для Z2a  

  22
a

a  (по определению  ). Поскольку Z2a , то Z
2

a
, поэтому 

  Ma  . Пусть Z2, ba  и ba  . Тогда 22 22
ba

 , поэтому    ba   .  

Итак, для Z2a  существует единственный   Ma
a

 22 . 

2) Покажем, что у любого элемента Mk  2  существует прообраз 

Z2a , то есть отображение   является сюръективным. Очевидно, что 

ka 2 . 

3) Покажем, что если    ba   , то ba  , то есть отображение   является 

инъективным. Действительно, если    ba   , то есть 22 22
ba

 , следова-

тельно, 
22

ba
  и ba  . 

Итак,   – взаимно однозначное отображение. 

Покажем, что   сохраняет операцию, то есть       baba    (образ 

суммы равен произведению образов). 

     baba
bababa

 




22222 2222 . 

Итак,   – изоморфизм. 

5. Докажите, что множество А целых чисел, кратных трем, есть подгруппа ад-

дитивной группы Z. Постройте левый смежный класс 2+А. 

Решение. 

Имеем:   ZZ  AkkxxA ,,3| . 

Очевидно, что A . Воспользуемся критерием подгруппы. 

1) Пусть Axx 
21

, , то есть Z    
212211

,,3,3 kkkxkx .  

Так как Z  есть аддитивная группа, то Z
21

kk  и потому 

  Akkkkxx 
212121

333 . 

2) Пусть Akx  3 . Следовательно, Zk . Тогда Z k , а потому 

  Akkx  33 . 

Итак, ZA . 

Левый смежный класс для аддитивной группы имеет вид: 

 AaaA  |22 . Итак,  AkkA  3|322 . В данном классе находятся 

целые числа, которые при делении на 3 дают остаток 2. 

6. Выясните, является ли подмножество  Z ttH |40  нормальным делите-

лем группы    ,|8 ZttG . Если является, то постройте факторгруппу 
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H
G , составьте таблицу сложения элементов факторгруппы, укажите нуле-

вой элемент и для каждого элемента – ему противоположный. 

Решение. 

Подмножество Н является нормальным делителем группы G, если 1) GH   

и 2) для любого Ga  правые и левые смежные классы по этой подгруппе сов-

падают. 

То, что GH  , доказывается аналогично предыдущей задаче.  

GH   , потому что в абелевой группе любая подгруппа является нормаль-

ным делителем (см. теорему 1, §1.10). 

Для того, чтобы построить факторгруппу 
H

G , нужно построить классы эк-

вивалентности.  В качестве первого класса берем подгруппу Н. Возьмем любой 

элемент Ga , не вошедший в первый класс, например, 8a . Построим смеж-

ный класс Н8 . Получим:  Z ttH |8408 . Далее возьмем из группы G 

элемент, который не вошел в два построенных смежных класса, например, 

16a . Построим смежный класс Н16 . Получим:  Z ttH |164016 . 

Аналогично строим еще два смежных класса:  Z ttH |244024  и 

 Z ttH |324032 . В построенные классы вошли все элементы группы G, 

то есть        HHHHHG  3224168 . Факторгруппа состоит из 

пяти элементов. 

Составим таблицу сложения элементов факторгруппы: 

+ Н 8+Н 16+Н 24+Н 32+Н 

Н Н 8+Н 16+Н 24+Н 32+Н 

8+Н 8+Н 16+Н 24+Н 32+Н Н 

16+Н 16+Н 24+Н 32+Н Н 8+Н 

24+Н 24+Н 32+Н Н 8+Н 16+Н 

32+Н 32+Н Н 8+Н 16+Н 24+Н 

Из таблицы видно, что элемент Н является нулевым элементом факторгруп-

пы. Противоположные элементы: 

у элемента 8+Н  – элемент 32+Н; 

у элемента 16+Н  – элемент 24+Н; 

у элемента 24+Н  – элемент 16+Н; 

у элемента 32+Н  – элемент 8+Н; 

у элемента Н  – элемент Н. 

7. Дана группа  ,
3

SG ,  
21

,aaH   – подгруппа группы G. Находятся ли 

элементы 1) 
3

a  и 
4

a  , 2) 
6

a  и 
4

a  в отношении  ? 
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Решение. 

По определению, для двух элементов Gba ,   Hbaba  1 . 

1) Нужно найти элемент, обратный к 
3

a , и проверить, лежит ли в Н произве-

дение 
4

1

3
aa


.   











312

321
3

a , 









132

321
4

a . Находим 




















312

321

321

3121

3
a ; 

Haaa 




























64

1

3
123

321

132

321

312

321
. Поэтому  

43
aa  . 

2) Аналогично находим: 




















123

321

321

1231

6
a ; 

Haaa 




























25

1

6
231

321

132

321

123

321
. Поэтому  

46
aa  . 

2.5. Примерный вариант итогового теста 

После изучения раздела «Алгебраические структуры с одной бинарной опе-

рацией» студенты выполняют итоговый тест. Ниже приведен примерный вари-

ант итогового теста, в заданиях которого предлагается 4 варианта ответов. Вер-

ными могут быть один или несколько из них. 

Задание 1. На множестве Q алгебраической бинарной операцией не являет-

ся: 

А) сложение; Б) вычитание; В) умножение; Г) деление. 

Задание 2. Алгебраическая бинарная операция  , заданная на множестве М, 

ассоциативна, если: 

А) для abbaMba       , ;  

Б) для     cbacbaMcba      ,, ;  

В)     cbacbaMcba      ,, ;  

Г) для MbMa  !   такой, что для baxMx    . 

Задание 3. Элемент е называется нейтральным относительно операции  , 

если: 

А) для Ma  Me такой, что аaееa  ;  

Б) Me  такой, что для Ma  еaееa  ;  

В) для Ma  Me такой, что еaееa  ;  

Г) Me такой, что для Ma  аaееa  . 

Задание 4. Моноидами являются все 

А) ассоциативные группоиды; Б) группоиды с нейтральным элементом;  
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В) полугруппы с нейтральным элементом; Г) группы. 

Задание 5. Порядок элемента ab мультипликативной группы 

















 0,,,, bcaddcba

dc

ba
G   R , где 










76

11
a , 














61

71
b , равен 

А) 1;  Б) 2;  В) 3;  Г) 4. 

Задание 6. Обратным к элементу 2a  группы   ,0
C  является 

А) 1;  Б) 2;  В) 
2

1
;  Г) 

2

1
 . 

Задание 7. В смежном классе подгруппы -0
QH  мультипликативной груп-

пы 0CG , порожденном элементом 3a , содержится элемент 

А) 
33

636




;  Б) 

33

636




;  В) 

33

636




;  Г) 

33

366




. 

Задание 8. G – аддитивная группа, GH  . Левый класс эквивалентности 

H
a

, порожденный элементом Ga , есть множество элементов вида 

А) Hh ; Б) Hhah   , ; В) Hhha    , ; Г) Ghha    , . 

Задание 9. Если  G – группа, GH    и Ga , то HaH  тогда и только тогда, 

когда 

А) ea  , где е – нейтральный элемент группы G; Б) Ha ;   

В) Ha 1 ; Г) Hhh 
21

,  такие, что ahah
21

 . 

Задание 10. Существуют группы, в которых операция не обладает этим 

свойством: 

А) ассоциативность; Б) коммутативность;  

В) наличие нейтрального элемента; Г) наличие нейтрализующих элементов. 

Задание 11. К свойствам гомоморфного отображения группы 
1

G в группу 
2

G  

не относится 

А) образ нейтрального элемента 
1

G  есть нейтральный элемент 
2

G ;  

Б) образ элемента, являющегося нейтрализующим к а из 
1

G  есть нейтрализую-

щий элемент образа элемента а;  

В) любой элемент из 
2

G  имеет хотя бы один прообраз в 
1

G ;  

Г) Ядро данного гомоморфизма не пусто. 

Задание 12. Циклической группой не является 
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А)  ,
3

S ; Б)  ,Z ; В)    ,|2 Znn  Г)    ,1;1 . 

Задание 13. Для любой подгруппы Н группы G верно 

А) для Ha  и Gb  Gab  и Hab ; 

Б) для Hba  ,  Hab ; 

В) для Hba  ,  baab  ; 

Г) для Ha  Gb  такой, что Hab . 

Задание 14. Множество, на котором определена алгебраическая операция и 

эта операция ассоциативна, называется 

А) группоидом 

Б) полугруппой  

В) моноидом 

Г) группой 

Задание 15. Если   – отображение группы 
1

G  в 
2

G , то верно, что 

А) для 
1

Ga   
2

! Ga  ; 

Б) для 
2

Gb  
1

Ga  такой, что   ba  ; 

В) для 
2

Gb  
1

! Ga  такой, что   ba  ; 

Г) 
2

Gb  такой, что для 
1

Ga    ba  . 

Задание 16. Следующие алгебры  

1) множество целых чисел с операцией умножения 

2) множество натуральных чисел с операцией сложения 

3) множество действительных чисел без нуля с операцией умножения 

4) множество квадратных невырожденных матриц с операцией умножения 

образуют 

А) полугруппу 

Б) моноид 

В) группу 

Г) абелеву группу 

Ответы на тест: 

1. Г) 5. Б) 9. Б) 13. Б) 

2. Б) 6. Г) 10. Б) 14. Б) 

3. Г) 7. В) 11. В) 15. А) 

4. В), Г) 8. В) 12. А) 16. 1 – Б), 2 – А), 3 – Г), 4 – В). 
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